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Neue Wege zur Bahnberechnung der Himmelskérper 


Von K. STUMPFF 


1. Das Problem 


in demjenigen Teilgebiet der klassischen Astronomie, das sich mit den trans- 
latorischen Bewegungen der Himmelskérper unseres Sonnensystems be- 
schaftigt, herrschen drei fundamentale Aufgaben vor: 1. die Bestimmung 
der Bahnelemente eines Himmelskérpers aus einer hinreichenden Anzahl von 
beobachteten spharischen Ortern, 2. die umgekehrte Aufgabe, mit Hilfe der 
Bahnelemente eine Ephemeride zu berechnen, d.h. fiir beliebige Zeitpunkte 
die spharischen oder raumlichen Orter des Himmelskérpers zu ermitteln 
und 3. die Berechnung der Stérungen, die von den iibrigen Korpern des 
Sonnensystems auf den betrachteten Planeten oder Kometen ausgeiibt 
werden und seine Bahnbewegung beeinflussen. Bei der Loésung der beiden 
erstgenannten Aufgaben werden diese Stérungen, die infolge der besonderen 
Struktur unseres Sonnensystems meist klein sind, entweder gar nicht oder 
erst in zweiter Linie beriicksichtigt, d.h. man legt einer ersten Bahnbestim- 
mung oder der Berechnung einer vorlaufigen Ephemeride die ungestérte Be- 
wegung des betrachteten Korpers zugrunde, die nach den bekannten Kepler- 
schen Gesetzen vor sich geht, und verbessert die erhaltenen Resultate notigen- 
falls erst nachtraglich durch Anbringen derjenigen Korrekturen, die aus der 
Wirkung der stérenden Krafte hergeleitet werden. 

Alle diese Aufgaben sind seit langer Zeit gelést. Zu ihrer Bewaltigung gibt 
es verschiedene Methoden, die sich in der Praxis bewahrt haben, und es 
scheint daher, als sei dieses Kapite] der astronomischen Wissenschaft end- 
giiltig abgeschlossen und keiner nennenswerten Verbesserung mehr fiahig. 
Das ist auch insofern richtig, als fiir jeden in der Praxis vorkommenden Fall 
eine oder mehrere erprobte Lésungsmethoden zur Verfiigung stehen. Dariiber 
hinaus zeigt sich aber immer wieder, daB sich diese iu8erst vielseitigen und 
differenzierten Probleme von neuen Gesichtspunkten aus beleuchten lassen, 
und daB sich dabei neue und ebenso iiberraschende wie praktisch bedeutsame 
Perspektiven ergeben, in denen die innere Struktur der hier zugrunde liegenden 
Bewegungsmechanik deutlicher sichtbar wird, als dies in dem Formalismus 
der klassischen Methoden der Fall war. Ein Beispiel dafiir bilden die jiingst 
erschienenen Arbeiten von H.BUCERIUS iiber das _ ,,Bahnbestimmungs- 
problem als Randwertaufgabe‘ (/), in denen insbesondere die klassische 
Bahnbestimmungsmethode von GAUSS-ENCKE mit dem moderneren mathe- 
matischen Riistzeug der Integralgleichungstheorie neu analysiert und nament- 
lich in Hinblick auf die Konvergenz der in ihr verwendeten Naherungsver- 
fahren untersucht wird. Ein anderes Beispiel liefern die neueren Arbeiten des 
38 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Verfassers iiber die Methoden der Ephemeridenrechnung (2—4). Die hier wie 
dort angeschnittenen Fragenkomplexe sind, da sie der theoretischen Mechanik 
angehéren, auch fiir den Physiker von Interesse. Das gilt besonders von den 
BUCERIUSschen Untersuchungen, die auf eine methodische Reform der 
Newtonschen Mechanik abzielen, etwa in dem Sinne, daf an Stelle der 
Determinierung eines dynamischen Vorgangs durch Anfangsbedingungen fiir 
einen Ausgangszeitpunkt ¢, (Ort und Geschwindigkeit) die Determinierung 
durch zwei Orter fiir die Zeiten t, und t, gesetzt wird. Das hat den Ubergang 
von der klassischen Differentialmechanik zu einer Integralmechanik zur 
Folge, in der die Differentialgleichungen einer Bewegung durch Integral- 
gleichungen ersetzt werden. 

Im Gegensatz zu den Arbeiten von BUCERIUS, die zu tiefgreifenden Form- 
iinderungen der Prinzipien der Mechanik fiihren, sind die Untersuchungen 
des Verfassers durch gewisse Fragen angeregt worden, die mit der praktischen 
Ausfiihrung astronomischer Rechnungen zusammenhangen und einige Mangel 
betreffen, die mehr oder weniger allen klassischen Methoden der Bahn- 
berechnung der Himmelskérper anhaften. Diese Mangel sind vor allem durch 
die Verschiedenheit der Bahnformen bedingt, die schon im Problem der 
ungestérten Bewegung der Himmelskérper auftritt. Die klassischen Me- 
thoden der Bahnbestimmung und namentlich der Ephemeridenrechnung 
erfordern sehr unterschiedliche Rechenvorschriften, je nachdem der Himmels- 
kérper sich auf einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel um den Zentralkérper 
bewegt, von den Sonderfallen der Kreisbewegung und der geradlinigen 
Bahnen ganz abgesehen. Selbst im Bereich der elliptischen und hyperbolischen 
Bahnen sieht sich der Rechner noch vor die Notwendigkeit weiterer Fall- 
unterscheidungen gestellt, da bei Annaherung an die parabolische Bahn- 
form, also wenn die Exzentrizitat des Kegelschnitt von der Einheit nur wenig 
abweicht, die sonst giiltigen Formeln in der Praxis versagen. Auch wenn wit 
den singulairen Fall der geradlinigen Bahnen (freier Fall eines Himmels. 
kérpers auf die Sonne) ausschlieBen, sind also nicht weniger als sechs ver: 
schiedene Fille zu unterscheiden: Kreise, Ellipsen mit kleiner Exzentrizitat: 
parabelnahe (langgestreckte) Ellipsen, Parabeln, parabelnahe Hyperbel:i 
und Hyperbeln mit sehr groBer Exzentrizitat. 

Ein weiterer Ubelstand ergibt sich bei der Lésung der Aufgabe, eine Planeten: 
oder Kometenbahn aus drei oder mehr sphirisohen Ortern zu bestimment 
Bei den Methoden vom LapLaceEschen Typ ermittelt man zunachst durch 
eine provisorische Rechnung aus drei zeitlich nicht sehr weit auseinander 
liegenden Beobachtungen geniherte Werte der rechtwinkligen heliozentrischer 
Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten des Himmelskérpers fiir den Zeit 
punkt der mittleren Beobachtung (die Epoche). Aus diesen lassen sich mii 
Hilfe des Kraftgesetzes durch Ansatz Taylorscher Reihen die Koordinater 
der beiden auBeren Orter berechnen. Diese geniiherten Orter werden mit dex 
Beobachtungen verglichen, und aus den Widerspriichen werden Verbesserun! 
gen des provisorischen Systems von Anfangsbedingungen hergeleitet. In 
allgemeinen, nimlich bei hinreichend kleinen Zwischenzeiten, konvergieres 
die angesetzten Reihen so rasch, da man nur die sehr einfach gebautes 
ersten Glieder zu berechnen braucht. Anders wird es, wenn im Zuge eine! 
Bahnverbesserung auch weitere Beobachtungen des Himmelskérpers i) 


| 
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gréBerem zeitlichen Abstand von der Epoche zum Vergleich herangezogen 
werden. Man ist dann gezwungen, entweder héhere Glieder der Taylorschen 
Reihen mitzunehmen, die mit wachsender Ordnung rasch kompliziert werden, 
oder aber einen sehr umstiindlichen und zeitraubenden Umweg zu wihlen: 
man berechnet aus dem provisorischen System der Orts- und Geschwindig- 
keitskoordinaten der Epoche die Kegelschnittselemente der Bahn und erst 
mit diesen nach den klassischen Methoden der Ephemeridenrechnung die 
rechtwinkligen Koordinaten jener entfernten Orter, wobei natiirlich wieder 
die oben erwahnten zahlreichen Fallunterscheidungen bei der Auswahl des 
Rechenschemas zu beachten sind. 

Das praktische Problem, das sich aus den genannten Ubelstanden zwangs- 
laufig ergibt, ist folgendes: Eine auch fiir die Praxis des Rechners bequeme 
Methode zu finden, nach der aus den Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten 
eines beliebigen Bahnpunktes (durch die ja nach dem Determinierungsprinzip 
der klassischen Mechanik die Bahn véllig bestimmt ist) ohne den lastigen 
Umweg iiber die Kegelschnittselemente direkt die Ortskoordinaten, nétigen- 
falls auch die Geschwindigkeiten, irgendeines anderen von dem ersten durch 
beliebige Zwischenzeiten getrennten Orts berechnet werden kénnen. Es ist 
leicht einzusehen, daB eine solche Methode auch das Problem der Ephemeriden- 
rechnung als solches lést, und zwar ohne die Fallunterscheidungen der klassi- 
schen Theorie. Denn physikalisch betrachtet hat das Problem folgenden 
Wortlaut: Ein Korper, der sich an einer bestimmten Stelle des Gravitations- 
feldes des Zentralkérpers befindet, startet mit gegebener Geschwindigkeit in 
eine gegebene Richtung; an welchem Orte wird er sich nach einer bestimmten 
Zwischenzeit befinden, und welche Geschwindigkeit wird er dort haben ? 
Die Lésung haingt nur von den Anfangsbedingungen ab und enthalt wie 
diese somit die Bahnelemente nur implizit. Das sich hierbei ergebende 
Formelsystem wird also unterschiedslos auf alle Bahnformen anwendbar 
sein. 

Fiir den Physiker werden die speziellen Wiinsche des rechnenden Astronomen, 
die durch die Lésung dieser Aufgabe befriedigt werden, nur wenig Interesse 
haben. Nichtsdestoweniger lassen sich die Grundgedanken, auf denen die 
neue Theorie aufgebaut ist, in viel umfassenderer Weise verwerten, als es 
nach dem oben Gesagten unmittelbar erkennbar ist. Es sollen daher im An- 
schlu8 an die Beantwortung der oben gestellten Fragen auch die allgemeineren 
Gesichtspunkte herausgearbeitet werden, die fiir die theoretische Mechanik 
yon Bedeutung sind. Insbesondere wird sich zeigen, daB die Uberlegungen, 
die fiir eine Bewegung unter dem Einfluf der Newtonschen Gravitations- 
kraft giiltig sind, sich cum grano salis auch auf beliebige Zentralkrafte tiber- 
tragen lassen. 


2. Die Keplersche Gleichung als Hauptgleicdhung des Zweikérperproblems 


Die Gleichung der ungestérten Bahn eines Himmelskérpers in der Bahn- 

ebene um die im Koordinatenursprung fest gedachte Sonne ist die Fokal- 
gleichung eines Kegelschnitts 

| oe P 

a al + e cos (v — 9) 


38* 
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in den Polarkoordinaten r, v. Der Strahl v = v) = const ist nach dem Perihel 
der Bahn gerichtet. Der stets positive Parameter p der Bahn hingt mit der 
groBen Halbachse a und der numerischen Exzentrizitat e durch die Beziehung 


p =a(1—e) 


zusammen, woraus sich ergibt, daB a fiir Hyperbeln (e>1) negativ zu 
nehmen ist. 

In der Ephemeridenrechnung kommt es darauf an, die Koordinaten 7, v 
des Planetenorts als Funktionen der Zeit ¢ zu bestimmen. Das vermittelt der 


Flachensatz We 
72 di =k V 1 +m Ve, 


wobei & = 0,0172021 die Gravitationskonstante, m die in Einheiten der 
Sonnenmasse ausgedriickte Planetenmasse bedeutet. Der Wert von k ergibt 
sich, wenn als Zeiteinheit der mittlere Sonnentag, als Langeneinheit die 
mittlere Entfernung der Erde von der Sonne gewahlt wird. Im folgenden 
wollen wir die Masse m als verschwindend klein annehmen und die Zeit- 
einheit auf 1/k = 58,13244 Tage vergréBern. Dann erbalt die Gravitations- 
konstante den Wert eins, und es ist einfacher 


Den Zusammenhang zwischen der ,,;wahren Anomalie“ v und der Zeit liefert 
dann die Integralbeziehung 


) v 
1 dv 
—t. = ——— 2 =—p'!s —_——_—______, 
b= yal tev | ecto a 
it) 0 


Wir wollen kiinftig eine solche Beziehung zwischen der Zeit und einer sie 


vertretenden Hilfsvariablen (Anomalie) als die Hauptgleichung des | 
Problems bezeichnen, weil ihre Lésung v = v(t) zugleich die Lésung des | 
Problems selbst bedeutet, wenn es zuvor gelungen ist, die GréBen r, 2, %,..., | 
die die Bewegung beschreiben, als Funktionen von v zu bestimmen. Eine | 


direkte Auswertung des Integrals (1) gelingt nur in zwei Fallen. Fiir die 
Kreisbahn (e = 0, p =a) ergibt sich 


wahrend man fiir die Bewegung in der Parabel (ce = 1, p = 2q) v als Lésung | | 


der kubischen Gleichung 


v ] 
tg z IE 3 tg’ (3) 


erhilt, wo g den Perihelabstand des Himmelkérpers bedeutet. In den tibrigen: 


Fillen: : 
0 <e <1 (Ellipsen); e> 1 (Hyperbeln) 


Fal, (2) 


oT 
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gelingt die Integration erst durch Einfiihrung einer anderen Variablen an- 
statt v Im Falle der Ellipse fihrt man die ,,exzentrische Anomalie Z 
durch die Substitution 
1+ an pel 
ees payee ; (4) 


eae 


ein und erhalt dann als Hauptgleichung zur Bestimmung von E(t) die transzen- 
dente ,,Keplersche Gleichung“ 


t—lo 


TR OE Are par (5) 


wahrend man fiir r, x = rcosv, y =rsinv die einfachen und geschlossenen 
Ausdriicke 


r=a(l—ecosE£); x=a(cosH —e); y=aVl—esin# (6) 


bekommt. Fiir Hyperbeln wird # imaginir, wie (4) zeigt. Man fiihrt dann 
an Stelle von £ die reelle Hilfsgr6Be H durch die Substitution 


e+1, 
Se ese @) 


ein und erhalt die Hauptgleichung in der Gestalt 


etigH —igte (5 +5) =a (8) 
wahrend sich die Koordinaten nach den (6) aquivalenten Formeln 
r =|a|(esecH —1); x=|a|(e —secH); y=|a| V@—ltgH (9) 
berechnen lassen. 


Diese wohlbekannten Formeln wurden hier noch einmal kurz zusammen- 
gestellt, um zu zeigen, daB jeder Bahntyp ein besonderes Rechenverfahren 
erfordert. Zudem erkennt man, daB fiir den Parabelfall e = 1 die Anomalien 
E bzw. H konstant = 0 werden. Bei Annaherung an diesen Fall gehen also 
die Hauptgleichungen (5) und (8) in die triviale Form 0 = 0 tiber, woraus 
folgt, daB bei wenig von eins verschiedenen Exzentrizitiiten die Haupt- 
gleichung sowohl fiir Ellipsen als auch fiir Hyperbeln praktisch unbrauchbar 
wird. Es muBten also fiir diese Fille besondere Rechenvorschriften erfunden 
werden. So wird fiir parabelnahe Ellipsen die Keplersche Gleichung so um- 
geformt, daB sie eine der kubischen Gleichung (3) ahnliche Gestalt erhilt. 
Die von GAuss stammende Methode dieser Art ist ein Meisterwerk prak- 
tischer Mathematik und wird mit kleinen Abainderungen noch heute bei der 
Ephemeridenberechnung langperiodischer, in langgestreckten Ellipsen laufen- 
der Kometen benutzt. Ihre geistvolle Eleganz kann aber nicht iiber die Tat- 
sache hinwegtauschen, daB sie die mathematisch wie vom Standpunkte des 
praktischen Rechners so unbefriedigende Aufspaltung des Gesamtproblems 
in grundverschieden zu behandelnde Sonderfalle nur noch unterstreicht. 
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Hieraus mu8 die Lehre gezogen werden, daB die exzentrische Anomalie als 
Hilfsvariable, trotz ihrer groBen Vorteile bei der Berechnung schwach exzen- 
trischer Ellipsenbahnen, fiir eine generelle Lésung des Zweikérperproblems 
giinzlich ungeeignet ist. Auch die wahre Anomalie, die fir alle Bahnformen 
reell bleibt, ist in diesem Sinne nicht verwendbar, da ihre Beziehung zur Zeit 
sich nicht in die Form eines geschlossenen Ausdrucks bringen 14Bt, wie dies 
bei E oder H durch die Gleichungen (5) bzw. (8) geschieht. Wir werden also 
nach einer ,,Anomalie“ zu. suchen haben, die die Vorteile der exzentrischen 
und wahren Anomalie miteinander vereinigt, ohne deren Unzulanglichkeiten 
zu besitzen. 


3. Lokale Bahnelemente und Invarianten 


Ehe wir die eben angedeutete Aufgabe zu lésen versuchen, ist es nétig, noch 
einige Uberlegungen anzustellen, die mit der anderen Aufgabe zusammen- 
hingen, die wir uns in Abschnitt 1 gestellt hatten: den Ubergang von Ort 
und Geschwindigkeit eines Himmelskérpers zur Epoche fy auf die entsprechen- 
den GréBen zu einer anderen Zeit ¢ zu vollziehen, ohne die schlecht kon- 
vergierenden Taylorschen Reihen zu benutzen und ohne den lastigen Umweg 
iiber die Berechnung der Kegelschnittselemente zu machen. Wir werden 
finden, daB beide Aufgaben in engem Zusammenhang stehen und eine gemein- 
same Lésung haben. 

Durch die Anfangsbedingungen des Wurfproblems, d.h. durch Orts- und 
Geschwindigkeitsvektor des bewegten Himmelskérpers in bezug auf die 
ruhende Sonne bzw. durch die sechs rechtwinkligen Koordinaten 2, y, z; 
x, y, 2 dieser beiden Vektoren (p; 3) ist die Bahn des Korpers ebenso voll- 
stindig bestimmt wie durch die sechs klassischen Kegelschnittselemente, 
die sich aus ihnen nach einem wohlbekannten Algorithmus berechnen lassen. 
Dem System der sechs konstanten Bahnelemente ist also das System dieser 
sechs Koordinaten aquivalent, obwohl deren numerische Werte sich von Zeit 
zu Zeit bzw. von Ort zu Ort aindern. System und Bahnort sind einander ein- 
eindeutig zugeordnet, so daB es gerechtfertigt ist, die Koordinaten von p 
und p als ,,lokale Elemente“ zu bezeichnen. Der Zusammenhang zwischen 
ihnen und der Zeit ist dagegen nicht immer umkehrbar eindeutig, da ja 
bei elliptischer Bahnform zu den Zeiten ¢ und ¢t + nT (n ganzzahlig, 7 = Um- 
laufszeit) gleiche lokale Elemente gehéren. 

Die beiden Vektoren p und » bilden ein Dreieck, dessen geometrische Ge- 
stalt durch drei unabhingige Groé8en, etwa die beiden Vektorbetrige r = |p|, 
V =| | und den von den Vektoren eingeschlossenen Winkel 6, bestimmt ist. 
Wir schlieBen dabei den Fall der geradlinigen Bahn, in dem p und ¥ kollinear 
sind, aus. Die sechs lokalen Elemente lassen sich also stets durch drei gegen | 
Koordinatentransformation invariante GréBen und durch drei weitere er- 
setzen, die zur Verankerung des Vektorendreiecks in einem beliebig wahl- 
baren Koordinatensystem dienen. Das ist auch bei den klassischen Bahn- 
elementen so: drei Elemente (a, e und die auf das Bahnperihel bezogene } 
Anomalie) sind von der speziellen Wahl des Koordinatensystems unabhangig, , 
wahrend die iibrigen drei, die Neigung i und die Knotenlainge Q der Bahn- |} 
ebene, sowie der Winkelabstand @ des Perihels vom aufsteigenden Knoten, , | 
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die Orientierung der Bahn im Raum bestimmen und daher je nach Vorgabe 
des Koordinatensystems verschiedene numerische Werte annehmen. 

Mit Hilfe der lokalen Elemente kann man die drei invarianten Bahngréfen 
irgendwie aus den drei Skalarprodukten aufbauen, die sich aus denVektoren 
p und » bilden lassen, nimlich aus 


(pp) =P =a +y2+2; (pp)=rz =r Vcosd = xa + yy +22; 
(bb) = Vea at get as 


die wir als die ,,fundamentalen lokalen Invarianten‘‘ des Problems bezeichnen 
wollen. Im Zweikérperproblem haben, wie zuerst von CHARLIER (5) bemerkt 
worden ist, die speziellen lokalen Invarianten 


Bede Unread Ay 
(pp) va + yy +22 
Set cate anaes So (10) 
= (pp) tht oS hs 2 32 
(pp) = 


eine besondere Bedeutung. Aus ihnen lassen sich die drei weiteren Invarianten 
E=o—U; 0 =2u—0;0=o-—e (10a) 


bilden, die, wie gezeigt werden soll, in der Theorie der Bewegung ebenfalls 
eine bedeutsame Rolle spielen. Je drei der sechs Invarianten (10, 10a) bilden 
ein abgeschlossenes System, das die Bewegung des Himmelskérpers, ab- 
gesehen von ihrer raumlichen Orientierung, vollstandig zu beschreiben ge- 
stattet. Das soll, weil fiir das Verstandnis unserer weiteren Uberlegungen 
niitzlich, im folgenden Abschnitt in extenso gezeigt werden. 


4. Integration der Bewegungsgleichungen mit Hilfe der lokalen Invarianten 
Mit Hilfe der Bewegungsgleichungen 
in Koordinaten: = —pa, y = —py, 2 = — pz, 


lassen sich die zeitlichen Ableitungen der lokalen Invarianten bilden, wenn 
man von den Ausdriicken (10, 10a) ausgeht und beim Differenzieren auf- 
tretende zweite Ableitungen durch (11) eliminiert. Man erhalt 


A= —3yo é =0 (wu — 2) 
¢ =o —p — 20 o = —200 (12) 
& = —2o(0 +p) Pia 41 ha" 


: 


564 K. STUMPFF 
Betrachten wir 9, 1, 0 als ein vollstindiges Invariantensystem und bedenken, 
ice e=ao—d=2u—0 —#, (13) 


so ergibt sich das symmetrisch gebaute System von drei simultanen Differential- 
gleichungen erster Ordnung 


f= F 3nV2u—0 —8 (14) 


aus dem man zundachst 


und hieraus durch Integration, mit a und f als Konstanten, 


2 4 
lge=Z leu + Iga; Igd= len +leB 
(15) ) 


e = ap! =; bapa eee 


ableitet. Zieht man noch die aus der klassischen Mechanik bekannten Formeln 


2 1 
2S i 
a ae (Energiesatz) 


rV sind =12b =) p (Flichensatz) 


zum Vergleich heran, so ergibt sich 
2 1 
= 7? == 74 2 — Se y2 => : 
Poe ele eee r a (15a) 
B =1°8 =r (o —o?) = (rV sin 6)? = p. } 
Das dritte Integral wird aus der mittleren Gleichung (14) hergeleitet, die} 
man auch in der Form r = ro schreiben kann. Aus 


r=+ryV2uy—@ — =+)--2-2 (16% 
YY of 


folgt dann die Hauptgleichung in der Form 


rdr 
a etree rer 
r 
ya eee 
yz a P 
To 
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die fir a>0 und fir tf = 7 = Zeit des Periheldurchgangs in bekanuter 
Weise durch die Substitution 

r=a(l—ecosE£), dr=aesinEdE 
nach Ausfiihrung des Integrals in die Keplersche Gleichung (5) iibergeht. 
Die geometrische Bedeutung der lokalen Invarianten wird besonders klar, 


wenn man die Formeln der klassischen Theorie durch sie ausdriickt. So 
findet man leicht 


ecos E = © Pie eer 
Lt 
oVo ao Ve “ 
fag fad 


und die bemerkenswerten Beziehungen 
E=YVo b=Vs. (18) 


1 
Aus 9 = a 7a lest man ab, daB das Vorzeichen von g iiber die Bahnform 


esin EF = esiny = 


entscheidet. Fiir Parabeln (a =0o) wird 9g = 0, fiir Ellipsen (a> 0) ist 
@ positiv, fiir Hyperbeln negativ. Daher werden alle Ausdriicke, in denen 
Ve vorkommt, im Hyperbelfall imaginar, so die exzentrische Anomalie E, 


die ,,mittlere Bewegung“‘ n = ou = eVe und die. ,,mittlere Anomalie“ 
M —n(t —T). M 


Aus p = a(1 — 2) folgt 


’ 


fees Pee ee are) (eh ero.) er Oot 
a we ue 2 

woraus man erkennt, daB fiir Kreisbahnen (e = 0, @ > 0) identisch e =o = 0 
ist. Im Perihel und Aphel der Bahn ist r =rao =0, also auch o = 0, 
wahrend (im elliptischen Fall) an den Endpunkten der kleinen Achse ¢ = 0 
wird, da dort cos EH = 0 ist. 
Die Ableitung der drei nichtinvarianten Lageintegrale wird gewohnlich in 
einer Form durchgefiihrt, in der die Symmetrie der geometrischen Zusammen- 
hange nur unvollstaéndig zum Ausdruck kommt. Die Betrachtungen dieses 
Abschnitts mégen daher durch die Angabe eines Formelsystems erginzt 
werden, nach dem die Lagekoordinaten des Vektorendreiecks in bezug auf 
ein beliebig gegebenes Koordinatensystem in vollig symmetrischer Form aus 
den lokalen Elementen und Invarianten berechnet werden kénnen. Diese 
in der astronomischen Praxis bisher ungebriuchlichen Formeln haben gegen- 
liber den sonst iiblichen nicht unbetrichtliche Vorteile, da sie die bei kleinen 
Bahnneigungen und Exzentrizititen auftretenden Schwierigkeiten auf ein 
MindestmaB zuriickfiihren. Sie beruhen auf dem aus der analytischen Geo- 
metrie des Raumes bekannten Verfahren, ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system durch eine einzige Drehung in ein anderes iiberzufihren. 
Bezeichnen die Einheitsvektoren (r, ty, 3) die Achsenrichtungen des gewihlten 
Koordinatensystems (etwa des Aquatorsystems mit dem Friihlingspunkt als 
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r-Richtung) und die Einheitsvektoren (a, b, c) ein mit dem Vektorendreieck 
p, p fest verbundenes System (a = Richtung von p, b = dazu senkrechte 
Richtung in der Bahnebene und im Sinne der Planetenbewegung, ¢ = Rich- 
tung der Normale der Bahnebene), so ergeben sich als die neun Richtungs- 


cosinus des zweiten Systems in bezug auf das erste die folgenden Werte: 


a = (at) = 
By = (ay) = 
Y= (03) — 
@ = (br) = 
B, = (by) = 
Va (96) = 
a, = (Ct) = 
Bs = (cy) = 
Ya (C4) = 


wenn mit u=@ + v das ,,Argument der Breite‘, d.h. der Winkelabstand 
des Planeten vom aufsteigenden Knoten der Bahn bezeichnet wird. 

Die Drehung, durch die beide Systeme ineinander iibergefiihrt werden, sei i 
durch die Richtungscosinus A, B, C der Drehachse und den Drehwinkel @} 


— = cos u cos 2 — sin usin 2 cos 1 

Ps 

¥ — cos usinQ -+- sin u cos 2 cost 

5 

Z Fi cP as 

— =sinwsini 

r 

L—xO0 ; ; , 
— = —(sinucos 2 + cos u sin 2 cos 1) 

rVo 

y — yo Lee ae ; 

ee = — (sin u sin. 2 — cos u cos 22 cos 7) 

rVo 

me cos u sin 4 
—— = CO 

r Vo 

fz — zy : ole 

2? = *4 sin Q aint 

Vo 

24 — 22 aly 

——_—— = — cos Qsint 

re Vd 

xy — yx 4 

Le = COS i, 


me 


charakterisiert. Dann ist nach einem Satz von EULER 
gut Q—u 
@ Bite, a+ os 2 
Atg — = ———— = > = tg - 
2 @—y, By—a, 2 Q+u 
cos . 
2 
Sin - uietis 
Bt he 2 Yael id 2 
2 By — a, v2 — Bs 2 Q+u 
cos 5} 
ofigeae _%tn — 2+ Bs = tg Q+4u 


2 Y2—PBs a— 4 2 


| 
| 
| 


(19) 
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Die Symmetrie dieser Formeln ist vollkommen, da die Ausdriicke ineinander 
libergehen, wenn man a, f, y und die Indizes 1, 2, 3 zyklisch vertauscht. Die 
Identitat der beiden Quotienten, die man fiir die Berechnung jeder der drei 
Koordinaten des Drehungsvektors wahlweise benutzen kann, folgt unmittelbar 
aus den Orthogonalitiitsbedingungen fiir die neun GréBen (19). Man wird 
jeweils denjenigen Quotienten wihlen, dessen Zihler und Nenner die gréBeren 
Betriige aufweisen. Der Vorteil dieses Rechenschemas zeigt sich bei kleinen 
Bahnneigungen, wo wegen der unsicheren Lage des Knotens die Bestimmung 
‘von 2 und uw ungenau ist. Die Summe 2 + u, die ,,Linge des Planeten 
in der Bahn“, die aus der dritten Gleichung folgt, ist von dieser Un- 
ssicherheit frei, wihrend die Ungenauigkeit der Differenz Q —wu in dem 


‘kleinen Faktor tg > der beiden ersten Formeln zum Ausdruck kommt. Durch 


i die sichere Festlegung der Linge in der Bahn wird vermieden, da die unver- 
)meidliche Ungenauigkeit der Knotenlange sich auf den Bahnort iibertragt, 
Jwie das geschehen kann, wenn man Q und u einzeln bestimmt. 

»Der Perihelabstand @ vom Knoten, der bei kleinen Exzentrizitaten auch 
(noch die Unsicherheit der Perihellage enthalt, wird aus den Formeln 


p=, tge= 


‘zu berechnen sein, die gerade die Genauigkeit gewahrleisten, die der Sach- 
jlage nach zu erwarten ist. 


5. Integration durch Reihenentwicklung 


Aus der Bewegungsgleichung (11) folgt, wenn man beide Seiten vektoriell 
imit p multipliziert, [pp] = 0, hieraus durch Integration der Flachensatz 


[pp] = g = const, 


‘nach dem die Vektoren p, » stets in der Ebene liegen, die auf dem konstanten 
Flachengeschwindigkeitsvektor g senkrecht steht (wenn wir wieder von dem 
‘singuliren Fall der geradlinigen Bahn absehen, in dem g = 0 ist und p, p 
_kollinear sind). Die Vektoren p, p lassen sich dann immer durch ihre Kom- 
-ponenten in einem im allgemeinen schiefwinkligen Koordinatensystem dar- 
‘stellen, das durch die fiir irgendeine Epoche ¢ = t, gegebenen Vektoren pp, 
‘Pp definiert sei. Es ist also stets 


p () =p F + poG (20) 
p (t) = Po F + poG, (21) 


wo F und G gewisse Funktionen der Zeit sind, Es lift sich leicht beweisen 
und ist auch geometrisch evident, daB F und @ auBer von der ,,Zwischenzeit“ 
t =¢ —1, nur noch von den lokalen Invarianten der Epoche abhangen. Man 
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entwickle p, F, G um t = 0 in Potenzreihen 
p(t) = Pot for t+ fog to (22) 
Fi)=hthtthyt-- 
G (7) + got ot +995; aoe 


wobei, wie aus (20) unmittelbar folgt, 


f=n=1; 9 =f,=9 
ist. Multipliziert man (20) vektoriell mit p) und po, so erhalt man 
LPo Po] F= [p pol [Po Po] G = [pop]. 


Da die hier auftretenden Vektorprodukte alle die Richtung von g haben, 
kann man sie durch ihre Skalare <a b> = ab sin (ab) ersetzen und erhaltl 
somit, wenn man rechts p durch die Entwicklung (22) ersetzt, 


= . si < = to 
Popo F = J <p po» = Popo G@ = J Popo —, 
n=0 n! n=0 nN: 


also <PoPor fn = <p por; <Po Por In = Pop, 


woraus mit Hilfe von (11) die Rekursionsformeln 


° 1 
noi = fn — Mo9n; Gnt1 =9nt tn (4, =1,.00- 0, Ha = =) 
folgen. Die Koeffizienten f,, g, sind somit Funktionen von fo, flo, fg, «- + 
und daher, wenn man die Formeln (12) benutzt, durch die Invariante 
Mo, %, %) Oder durch irgendein anderes Tripel von unabhingigen Invariante 
darstellbar. Fiir schwach exzentrische Ellipsen empfiehlt es sich, das Tri 
Mo; G9, &) Zu Wahlen, da oy und ¢, klein sind. 

Eine ahnliche Uberlegung gilt natiirlich auch fiir die Entwicklung von yp. | 
Diese Entwicklungen lésen also das Problem des Ubergangs von Ort un 

Geschwindigkeit der Epoche auf Ort und Geschwindigkeit zu irgendeine 
anderen Zeit. Sie sind aber praktisch nur fiir kleine Zwischenzeiten t brauch 
bar. Unsere beiden anfangs gestellten Aufgaben lassen sich nun genauef 
prizisieren: Es soll statt t eine neue Variable g gefunden werden dera 
daB die Entwicklungen der BahngréBen nach ihr geschlossene Gestalt ar: 
nehmen, da8 q fiir alle Bahnformen reell ist, und daB (wenn mdglich) auc: 
die zugehérige Hauptgleichung H (g, rt) =0 einen geschlossenen Ausdrucé 
bildet. 


6. Anomalien, die auf geschlossene Entwicklungen fiihren 


Irgendeine geometrische BahngréBe y (t), deren Wert und deren Ableitunged 
nach der Zeit fiir die Epoche t = 0 bekannt sind, mége in Form der Taylo: 
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schen Reihe 

72 
2! 
geschrieben werden. Es kann sich dabei um eine der lokalen Invarianten oder 
eine Funktion derselben handeln oder-auch um die Funktionen F und G, mit 
deren Hilfe wegen (20) die von der Wahl des Koordinatensystems abhangigen 
Koordinaten des Planeten in der Form 


s= a, F + 2,G, Y¥=YHF+1WG, z2=4F4+%G (25) 


P (T) = Pot Pot + H Se (24) 


; ‘ « 
darstellbar sind. Es soll nun statt t eine neue Variable g eingefiihrt werden, 
so daB die Entwicklung 


/ ut he , dy 
PQD=—PtPItPst--- |V=(>7-}) usw. (26) 
2! dq ¢=0 
endlich wird oder sich auf einen geschlossenen Ausdruck zuriickfiihren laBt. 
Uber die neue Variable sollen dabei a priori mdglichst wenig Voraussetzungen 
gemacht werden. Es wird aber verniinftig sein, wenigstens die folgenden 
+ Forderungen zu stellen: 


: 
i 1. g(t) soll mit t zugleich verschwinden (qg(0) = q, = 0) 


; 2. q(t) soll mit t monoton wachsen (q > 0 fiir alle 1). 
; 
@ Eine Variable, die diese Bedingungen erfiillt, wollen wir allgemein als ,, Anoma- 
~ lie“ bezeichnen. Ist f(t) eine wesentlich positive, im iibrigen aber noch will- 
k 


‘kiirlich wahlbare Funktion, so bilden 


q(t) =f f(é)dé, — @(t) = f(r) 
0 


die Gesamtheit aller méglichen Anomalien. Da unter den obigen Voraus- 
wsetzungen q = q(t) eindeutig umkehrbar ist, laBt sich die ,, Quellfunktion“ f 

auch als Funktion von g schreiben — der Zusammenhang zwischen g und t 
sain dann die Form 


q 

dq dé 
dri =—— od = | —— 27 
iaiigier. liw ei} 


4 

q Dies ist die Hauptgleichung des Problems, die wegen { > 0 immer einen 
Sinn hat und stets in dieser Integralform existiert. Es ist aber immer er- 
fwiinscht, da8 1/f in geschlossener Form integrabel sei, damit die Haupt- 
‘gleichung als mehr oder weniger einfacher Ausdruck in bekannten Funktionen 
erscheine. 

Im vorliegenden Falle sind die Koeffizienten der Entwicklung (24) stets 
‘durch die lokalen Invarianten der Epoche 


Ho» Fo, Wo, Ey, Qo» Fo 


ausdriickbar bzw. wegen des Bestehens der Zusammenhinge (10a) durch 
-je drei von ihnen, die voneinander unabhangig sind und daher als die Inte- 
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grationskonstanten des Problems angesehen werden kénnen. Daraus folgt, 
daB& jede der zu entwickelnden Funktionen einer Differentialgleichung 
dritter Ordnung geniigen mu. Setzen wir z. B. p = r(r), so bestehen die 
Beziehungen 


r= 70 

r=ro+ro 

Y=ro+2roeo4+re | 
oder wegen 6=e—20%, o=é—406=0 (80? —p — 6e) | 


r=ro 


—: 


= 1 (€ — 0”) 
Y= —ro[3(e—o?) +p]. 


Eliminiert man hieraus o und ¢ — o?, so ergibt sich wegen wp =7r- fiir r(t 
die Differentialgleichung dritter Ordnung 


8 rr r 
#+8—+5=0. 
r r? 


Ebenso leicht lassen sich die Differentialgleichungen fir, o, ¢ und die tibrige’ 
Invarianten bilden. So erhalt man z. B. aus 


G6=e—20 
Go =0(80?— p — 6e) 
6 = 4807(e — o?) + ll wo? — e(u + 6e) 


durch Elimination von ¢ und yu 
Roast a ee 
oe +906 + 2660?+ 120° = 0. 


Abnliches gilt natiirlich auch fiir F und G, doch sind die entsprechendel 
Differentialgleichungen sehr kompliziert und lassen sich erst nach eine 
genaueren Analyse dieser fiir die Ephemeridenrechnung so wichtigen Funk 
tionen aufstellen. 

Es soll nun gezeigt werden, daB es im Falle des Zweikérperproblems dé 
Newtonschen Mechanik méglich ist, durch Wahl einer geeigneten Anomalie; 
die Differentialgleichung dritter Ordnung flr die Invariante gy auf die eit 


fache Form ik ; 
gy +a~p=0 (2! 


zuriickzufiihren, wobei wieder die Ableitungen nach g, zum Unterschied ve 
denen nach t, durch Striche angedeutet werden. a ist eine Konstante, tibi 
die noch frei verfiigt werden kann, und die unter Umstinden auch imagin} 
oder null sein darf. 
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Die Differentialgleichung (28) hat das partikulire Integral 
y = cosaq, 


| aus dem sich durch fortgesetzte Integration iiber g die Hilfsfunktionen 


q 4 
if 
¢,(aq) = =| ie _[ 608 a&(dé)’ (29) 
0 0 
| erzeugen lassen. Diese bilden die Folge 
; _ sineg, pa A= 008 Ag __ aq —sinag 
Co = COS ag; ¢, som Ce aa c= agen 
die sich auch in Form der stets konvergenten Reihen 
Poe). ; a (ag)? 4 (aq)* = 
a (oi Tye 2) ELE ei(y + 3) (v4) 


See 
Fei, +56) 


_ schreiben ]a8t und, wie man per definitionem zeigen kann, die Rekursions- 
+ formeln 


Cy + (ag)? r42 = . 
erfiillt. Multipliziert man nun in (26) jedes Glied mit 
1 =n! [en + (ag)?Cn+2] (30) 
(wobei m die Ordnung des betreffenden Gliedes bedeutet), so erhalt man 
P(D) = Polo+ (49)? Co] + og [er + (4g)?e5] + Gog? [2+ (ag)?q] +... 
oder, nach Potenzen von q geordnet, 
P(Q) = CoPot+ FoI + C2 (Fo + 27 Go)q? + C3 (Go + eq) +..., 


eine Reihe, die mit dem Gliede zweiter Ordnung abbricht, da wegen (28) die 
* Koeffizienten von der dritten Ordnung ab verschwinden. Der geschlossene 
' Ausdruck , rs 
| P(D) = “o Pot % FoI + C2 (Fo + 27%) g? (31) 
) stellt das vollstandige Integral von (28) mit den Integrationskonstanten 
Yo. Yo, Yo dar. Es ist, da die Funktionen co, c,, c, wie alle iibrigen c, nur 
von (aq)* abhingen, also auch fiir imaginiare a reell sind, unabhangig von der 


» Art der Anfangsbedingungen und damit von der Bahnform stets reell und 
§ frei von Singularititen. Damit unterscheidet sich die Formel (31) vorteil- 


» haft von der Form, in der das Integral von (28) gewohnlich geschrieben wird: 
fiir reelles a: 

fiir imaginéres a =i: 
fir.a = 0: Y 


=a-+bcosaq+csinag 
=a+boj Bq +c Gin Bg (32) 
= Pot Ad +t 29- 
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In dieser Darstellung kommen die Fallunterscheidungen wesentlich zum 
Ausdruck, und der Ubergang von positivem a? iiber null zu negativen Werten 
geschieht singulair. Hingegen vollzieht sich in (31) der gleiche Ubergang 

. 1 
villig regular: fiir a = 0 werden lediglich die c-Funktionen konstant (- x) 
und (q), das im allgemeinen eine transzendente Funktion von q ist, geht 
fiir « > 0 stetig in eine rationale Funktion zweiten Grades iiber. 


7. Die Hauptgleichung 


Man kann beim Ubergang auf eine neue die Zeit ersetzende Variable zwei 
Wege einschlagen. Entweder definiert man q durch Vorgabe einer wesentlich 
positiven Quellfunktion f(z) willkiirlich. Dann folgt aus der Differential- 
gleichung fiir die Invariante g(t) durch die Substitutionen 
P=H4 PHP P+HU P=P'P+T3IP Gt OG 

eine solche fiir g(q), da ja g = f(t) nebst allen Ableitungen nach der Zeit | 
als bekannt anzusehen ist. Ob die neue Differentialgleichung einfacher wird | 
als die urspriingliche, oder ob die aus ihr folgende Entwicklung (26) besser : 
konvergiert als (24), hangt ganz von der Wahl von f ab. Oder man gibt, wie» 
wir es in Abschnitt 6 getan haben, die Form der Differentialgleichung fiir : 
¢(q) vor; dann ist q(t) nicht mehr willkirlich, sondern an enge Bedingungen | 
gebunden. Und zwar muB sein 


Was 9’ anbelangt, so erhalt man es als Funktion von @ durch zweimalige 
Integration von (28), falls man diese Differentialgleichung vorschreibt. Multi-. 
pliziert man (28) mit y’’, so erhilt man 
yg” gy + ary’ yg” = 0, 
integriert : yp? + a® yp’? = at B? = const 
at B® — 


und daher gy? = 


Andererseits hat (28) das Integral 

y’ +a*gy =a*A = const, 
so daB man schlieBlich in | 
p = +a VB—(p—4p (333) 


den gewiinschten Ausdruck fiir gy’ als Funktion von m und den beiden Kons} 
stanten A, B erhalt. Ferner liBt sich mit Hilfe der Formeln (12), wenn q/ 
eine der lokalen Invarianten ist, g durch ¢ selbst und zwei weitere Invarianter 
ausdriicken. Auch diese lassen sich aber auf ¢ zuriickfiihren, indem man dic} 
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Integrale (15) benutzt. Damit ist aber die Quellfunktion f(q) = 4 als Funk- 
tion von ~(q) bestimmt und die Aufstellung der Hauptgleichung in der Integral- 
form (27) gesichert. Ob f(g), wie oben gefordert, wesentlich positiv ist, bleibt 
allerdings noch unentschieden und hingt davon ab, ob es méglich ist, die 
noch willkiirlich verfiigbaren Konstanten a, A, B zu den mechanischen 
Konstanten p, a so in Beziehung zu setzen, daB diese Bedingung erfiillt ist. 
Eine weitere Frage ist, ob die Hauptgleichung durch Ausfiihrung des Inte- 
grals in eine geschlossene Form iibergefiihrt werden kann. 

Im Zweikirperproblem ist beides méglich. Wahlt man z. B. als Invariante 
den Betrag r des Ortsvektors, so ergibt sich nach (16) 


E il Sop 
+= + —— Vala — p) —(r —a)*; [p =a(1 —e)], 
rVa 
Ae is See a (ae)? — (r —a)? 
also i-5-— |) 


 Verfiigt man nun iiber die drei noch wahlfreien Konstanten a, A, B so, daB 
ere! 
Va’ 


so ergibt sich fiir die Quellfunktion der wesentlich positive Ausdruck 


a At==2a;) B= ae} (34) 


f=q=-. (35) 
Fiir die ersten beiden Ableitungen von r(q) erhalt man dann 


dr’ : 3 ; 
= ae frre; r= Me = (2rto + 70) = (207-0) =re 
gq q at 
und daher fiir das vollstaindige Integral von r’”’ + a?r’ = 0 nach (31) 


1(Q) = Coty + 7H) + Co (TRE + A? 1) G? 


= 1 9 9 
oder, da nach (34) und (lia) a? = mo fate = 15 (Uo — £0) » 
| 1(q) = 1% [Co+ 17 %F + C27 Mod"): (36) 


Die Hauptgleichung wird nach (27) und (35) 


q q 
r= | r@da= [[otnateh+...]aa (37) 
0 0 
2 3 
i =nqtn tee t+... 


| 39 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik’ 
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Auch diese Entwicklung la8t sich mit Hilfe der Funktionen c¢, in geschlossene 
Form iiberfiihren, indem man jedem Glied mit g*(m = 1, 2,...) den Kin- 
heitsfaktor (30) beifiigt und nach Potenzen von q ordnet. Man erhalt dann 


T = [C19 + 2% 509 + C375 Mog". (37a) 
Fiihrt man schlieBlich statt g als unabhingige Variable 


ein, und setzt man 
by = MoT, No =%T, Co = fT, Xo=Oot’, 
so erscheinen (36) und (37a) in der Form 


r= 1 [Cot Coz + Ce &y27] (38) 
1 =, 2 + CoN 2*+ Cz fy 2°. 
SchlieBlich kann man wegen (30) fiir » = 0 und 1 setzen 
Cy = 1 — Cyay207g?= 1 — Cpy2Q9 Tt? 2* = 1 — Cny2 (My — &) 772? 


und erhalt dann Entwicklungssatz und Hauptgleichung in der Normalform 


r= [1 + M2 + C2 Co2?] (39) 
Ll = 2 + Cy 2*+ C5 Cy 2. (40) 


Hierin erscheinen die c-Funktionen mit dem Argument 


272 — 2 ee 
a* g? = Oot? 22 = 4 2*. 


Ist die im allgemeinen transzendente Hauptgleichung (40) nach z aufgelésti 
so ergibt sich r nach (39) als Funktion von z. Ebenso auch die iibrigen lokaler 
Invarianten, denn die Entwicklungen | 


2 
q q 
r=entogtn a+... 


2 
ar it UA q 
hes to. ee ane 
lassen sich in derselben Weise, wie wir es oben an r und 1 gezeigt haber 
durch die c-Funktionen in geschlossere Form bringen. Man erhilt 
, , tt 
r= Po = Coto + Od = 75 [Co % + % & 709) 
14s as " Via ee ” , 
r= Pe = Cy +470 = Co —C, 7 a2 q = 73 [Cy Ey — © Oy 00%; 
also nach Einfiihrung von z 
tate 
ro = 79 [Cody + C ET Z] 


Pe = 19 [Co & — C, Oy 0oTZ]. 
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Schreibt man noch . 
0 


indem man einen fiir die Theorie der Zweikirperbewegung bedeutsamen 
Ausdruck besonders bezeichnet, so erhalt man hieraus 


1 . 
o = Fa [eo% + Cy fg Tt 2) (42) 


e =F loa— o1 90008 21 = 5 [eo — @o (4 — 1)). 


Aus ru =r) =1, aus dem Energiesatz r?9 = 7r20) und dem Flachen- 
satz 10 = rid, folgt 8 
0 


p=, e= =, b= 5. (43) 
SchlieBlich ist 1 
o=e€ +h =F; [% —eo(4 —1)). (44) 


Damit sind alle lokalen Invarianten als Funktionen ihrer zur Epoche t = 0 
gehérenden Ausgangswerte und der aus der Hauptgleichung zu bestimmenden 
Variablen z gegeben. 
Die Hauptgleichung (40) ist in der neuen Theorie das gemeinsame Analogon 
der klassischen Formeln (2, 3, 5, 8) und frei von allen Fallunterscheidungen 
und Singularitaten. Ihre Identitat mit jenen Gleichungen la8t sich leicht 
zeigen. Im Falle der Ellipse gelten fiir die Zeitpunkte t und t, die Keplerschen 
Gleichungen 

E—esinE = M =n(t—T) -} 

n= 4 

£, —esin Ey, = M,=n(t,—T), 
also nach Subtraktion 

H — £E,—e(sin E —sin E,) =n(t —t) = nt 
oder, wenn man EH —E,=/A, H=E,+<A setzt, 


A +e [sin EZ, (1 —cos A) —cos Ey sin A] = nt. 
Wegen (15a) und (17) ist nun 


= 20V00 sin — OVO 6 cog B= % = 1 Co. 
Mo Lo Mo Ho 
Damit erhalt man 
Wait Ae ee — cos A) 4 2° sin A= Qo Veo, 
lo bo 


' und nach Einfiihrung der c-Funktionen mit dem Argument /? 
A 3 


(fa) mela rome (fa) 


39* 


al 
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ine Gleichung, die mit s 
eine Gleichung 1 Pee 


Vo, i aa, oe 


in die Form (38) der Hauptgleichung iibergeht. 
Fir Kreisbahnen nimmt die Hauptgleichung (40) wegen o) = € =O die 


triviale Gestalt 
2 = 1 © oder 2=E—E,=tVoe 


1 + ee 3 : : 
an. Da bei Kreisbahnen F = v und @) = fy = qi 8° erweist sich dies mit (2) 


identisch. Die kubische Gleichung (3) fiir Parabelbahnen bezieht sich auf 
den Fall, daB die Epoche ft, auf die Durchgangszeit des Himmelkorpers durch 
das Perihel fallt. Da fiir Parabeln 9 = 0, werden die c-Funktionen konstant 


1 1 
th Fir das Parabelperihel wird ferner 6, = 0, & = My = F (q = Perihel- 


distanz). Die Hauptgleichung nimmt in diesem Falle die Form 


why ee 
Sa ake 


——., so erhalt man 


an. Multipliziert man sie mit 
> a 
<q 


2t aise 2T sad © 
V2e 3 \y2¢) V2" 


in (3) tibergeht. DaB diese Substitution zu Recht 


zt 
V2¢ 
besteht, zeigt man leicht auf folgende Weise: 


Nach (17) ist 


v 
was mit tg es 


lautet. Von den beiden Wurzeln —-— und — aa entspricht die erste nell 
F ] 


yo 


Zt 
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dem Wert v, die zweite dem Wert v + 2 fiir die wahre Anomalie, so daB hier 
die erste gilt. Nach (42, 43) ist aber 


Rar CoO + Cy EqtZ 
Ve Veer o 


also wegen ¢y= ¢, = 1, 0) = 0, & = Mo, Do = 2 yo — 2 = 2 My 


8. Auflésung der Hauptgleichung 


Die Hauptgleichung wird fiir Kreis- und Parabelbahnen rational. Im ersteren 
Falle nimmt sie die triviale Form z = 1 an, im letzteren die einer kubischen 
Gleichung 


1 1 ne 
2+ 5 met Gg ooe = 1. (45) 


Sonst ist sie immer transzendent, da die Unbekannte z im Argument der 
c-Funktionen auftritt, kann aber in allen die Praxis interessierenden Fallen 
durch ein rasch konvergierendes Naherungsverfahren aufgelést werden. 
Fiir schwach exzentrische Ellipsen ist der Naherungswert z = 1 als Aus- 
gangswert der Iteration geeignet oder, wenn dieser nicht ausreichen sollte, 
die Naherung 


Fiir parabelnahe Ellipsen oder Hyperbeln wird man dagegen die Lésung der 
kubischen Gleichung (45) als Naiherungswert bevorzugen. Fiir die strenge 
Lésung soll wegen (37) und (40) die Funktion 


1 
H (z) -1fr@ea—1 = 2 + CoM 2*+ Cg0oz?*—I, 


0 


d.h., da q=—, dq = dz, 


0 


verschwinden, und es ist —- = — =A. 
dz 1% 


Man wird also zweckmaBigerweise das Newtonsche Naherungsverfahren an- 
wenden. Setzt man z = 2, so wird H(z) nur wenig von null verschieden 
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sein. Man erhalt also die Verbesserung von 2, indem man dH = — H(z) und 


setzt. Nétigenfalls ist dieses Verfahren mit verbessertem z, = 2 + dz zu 
wiederholen, bis die Rechnung steht. 

Besondere Erleichterungen gewahrt dieses Verfahren bei der Berechnung 
der Ephemeriden von Kometen, die in parabelnahen Ellipsen oder Hyperbeln 
laufen. Das geistreiche, aber theoretisch undurchsichtige GAUSSsche Verfahren, 
der KEPLER3chen Gleichung durch Umformung die duBere Gestalt der 
kubischen Gleichung (3) zu verleihen, das eine Reihe von speziellen Tafeln 
verlangt, wird hier tiberfliissig, da sich auch dieser Fall mit den gleichen 
einfachen Mitteln erledigen laBt wie jeder andere; zudem ist auch die weitere 
Fallunterscheidung zwischen parabelnahen Ellipsen und Hyperbeln nicht 
mehr notig. Hingegen erfordert die neue Theorie Tafelp der c-Funktionen 
bis cs oder deren Logarithmen mit hinreichend dichten positiven und negativen 
Werten des Arguments y,z?, die dann aber fiir alle vorkommenden Aufgaben 
und Bahnformen ausreichen. Provisorische Tafeln mit groBen Tafelintervallen, 
die noch eine Benutzung zweiter Differenzen notwendig machen, sowie eine 
Tafel geniherter z-Werte sind vom Verfasser in (3) gegeben worden. Sind die 
Zwischenzeiten t sehr groB, so wird unter Umstanden die Beschaffung ge- 
eigneter Niherungswerte fiir z unbequem. Diese Falle kommen aher in der 
astronomischen Praxis kaum vor. Bei Bahnverbesserungen von Planeten 
werden sich die verfiigbaren Beobachtungswerte héchstens iiber eine halbe 
Umlaufszeit verteilen, also von der Epoche kaum um mehr als ein Viertel 
der Bahn entfernt sein, und fiir solche ist das geschilderte Naherungs- 
verfahren immer brauchbar. Bei der Berechnung spezieller Stérungen, die 
ebenfalls eine Ephemeridenrechnung iiber gréBere Bahnbégen mit ungestérten 
Elementen erfordert, wird wegen des starken Anwachsens der Stérungs- 
betrage mit der Zwischenzeit der Ubergang auf neue oskulierende Elemente 
von Zeit zu Zeit notig, so daB auch hier die zu iiberbriickenden Zwischen- 
zeiten beschrinkt sind. 


9. Analyse der Entwicklungsfunktionen F und G 


Bevor wir zeigen, da auch die fiir die Entwicklung der rechtwinkligen helio- | 
zentrischen Koordinaten der Himmelskérper und ihrer Geschwindigkeiten | 
nach (20, 21) so wichtigen Funktionen F und G@ sich bequem und frei von Fall- 
unterscheidungen durch die neue unabhingige Variable z ausdriicken lassen, 
miissen einige Betrachtungen tiber die analytischen Eigenschaften dieser 
Funktionen vorangehen. 

In (20, 21) werden Orts- und Geschwindigkeitsvektor in Komponenten zer- | 
legt, die nach den zur Epoche t = 0 gehérenden Vektoren pp, i gerichtet | 
sind. So wird p in eine radiale Komponente Fp, und eine tangentiale Kom. | 
ponente Gp, zerlegt, deren Lingen Fr, baw. GV, = Gr Vay sind. F und G/ 
sind also den schiefwinkligen Koordinaten des Bahnpunktes P in einem durch | 
Pp und p, definierten schiefwinkligen Koordinatensystem proportional. 
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Bezeichnen wir den Winkel zwischen p, und p mit yp (Abb. 1), so ist 
TT) COS YP = (PoP) = Po (Pok + Po) = 15 (F + oy G) 
rr sin y = CPoP> = (Ho (Rok + fo @)> = 75 VG, 


. : (PoPo) (Po Po) re #29, 
da ja <PoPo> = Fe ie = =a id ine aay 1 
: (PoPo) (Po Po) 1720p 12, 0 (9 — 9) oVo 
Wegen r = 7,4 hat man also 
Acos y=F +0,G4 (46) 


Asin py = VG, 


woraus mit 3) + 03 =, durch Quadrieren und 
Addieren 
A? = F?4+ 20,FG4 + a, G? (47) 


folgt. Durch zweimaliges Differenzieren erhilt 


man aus (47) GF 
AA =FF +0,(FG+GF)+a,GG=A%s (48) pa 
AA + A? = [F?4 2o6FC +o GC] + [FF +0,(FG+GF) + ,GG] = A?e, 
wenn man bedenkt, daBA eee ~ = ~< =Ac, 4=do+Ac=A (€ —o?). 
0 0 


Aus der Differentialgleichung der Bewegung 
p+ ep =Po(F + uF) + $o (G+ 4G) =0 


ergeben sich fiir F und G die ahnlich gebauten Differentialgleichungen 


(1) (II) 
PipF =0 | —G | F+0,@ 
G+nG =0 F | of +04, 


da ja p) und , weder verschwinden noch kollinear sein sollen. Multipliziert 
|man diese Gleichungen mit den Faktoren (I) und (II) und addiert sie, so folgt 


(I) FG —GF=0 

(Il) [PF + 0 (FG4+ GF) +064) +y(FF + 0 (FG +GF) +a,@G] =0. 
‘Diese Gleichungen haben die Integrale . 

| FG —GF = const = 1 (49) 
Qo 


: [F2 +2 0) FG + wyG?| — A? = const = wos (50) 


580 K. STUMPFF 


wie man durch Differenzieren und Beachtung von (48) beweist — die Werte 
der Konstanten ergeben sich, wenn man links die Epochenwerte 


F, =G@ =1, F,=G, = 0, Ho Ay =1 


einsetzt. (49) vertritt den Flachensatz, (50) den Energiesatz in den Koordinaten 
F,G. Setzt man : Pex - i 
F2420,FG + 0G? = A? 

und nach (43) 0, = @4?, so erhalt man den Energiesatz in der besonders 
schénen und einfachen Form 


Az =wA?. 


Durch eine dritte Integration kann man die Bahngleichung in F, G und den 
lokalen Invarianten der Epoche ableiten: Durch Differenzieren von (46) 
ergibt sich 


(III) 
A cos py —Aypsin yp =F +oa,4 | —siny 
Asin yp + Aypcos p=VHG cos py 


und durch Ausfiihren der Operation (III) 


(III) Ap =GYV% cos yp —(F +06) sin y 
oder, wenn wir (46) noch einmal verwenden, 
At = 6 Vd (F + 094) —G Vd, (F + 0G) 
= Va (FG —GF) = Vi, = A V8. 


Es ist also y = V0, worin wir die zweite Formel (18) wiedererkennen, da 
sich ja y und v nur um eine Konstante unterscheiden. 


| 
Setzt man nun wu =1/4, w= — A/A?, und bezeichnet man Ableitunger: 


nach py durch Striche, so wird, mit Riicksicht auf (48), 
E iuktandne hate oho 
yp Aye V9 
pieserr ii cmd hn AIA. shires ptm? 
pV Io I Io 


und wegen A°u = po, 449 =0,/A = du 


(4D ha bo bo 
utu =u + (2 <u) = =e nst. 
d Fai: 


Diese lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung hat das allgemeini 
Integral 


1 
way = a+ boos y + csin y, 
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Fiir die Epoche py =0 ist 44 =1, 44=a, A=&— 02 = 0) — Mo, also 
bestimmt man die Konstanten a, 7 c aus 


, coy " 
: 1 Ko Lo Oo . 
Daher ist or aes ( = i) cos y — — sin 
Ate, OER Me Write 


0 


oder, wenn man cos y, sin yp aus (46) entnimmt, 


Fag on Ho 
1= 54+ F (19) — Goes 


Hieraus folgt fiir 4 die bemerkenswerte Formel 

AEF Ga eer (51) 

Mo 
Eliminiert man A aus (47) und (51), so erhalt man als Bahngleichung in F 
und G die quadratische Gleichung 
F? (2 9 — Oo) + 2 FE pgo9 + GP us + 2 F (By — Mo) — 2 Guy 5p = Dp. (52) 
Aus (48) und der Ableitung von (51): 
AA =F (F +0,@) +4 (0) F + w@) 
A =F(1 —%) + Go, 
Ho 

lassen sich F und @ als Funktionen von F und G@ bestimmen. Eliminiert 
man F, so ergibt sich 


A(A —(1—F)] =G [o, F + G] (53) 


Eliminiert man G, wobei man noch A durch (51) ersetzt, so folgt 


A [o) (1 —F) —G] = F [oF + &G). (54) 
Ferner erhalt man aus (13) und (43) 
] 
= Fi [2 oA — 0) A? — 0). 


Driickt man hierin 4 durch (51), 4? durch (47) und @ durch (52) aus, so 
ergibt eine leichte Reduktion 


F 1)? F G 
o= (oo pee und apc 9% ae : 


da wegen F, = 1, G, = 0, 4) = 1 beim Ziehen der Quadratwurzel das positive 


-, 
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Zeichen zu nehmen ist. Da also 


_ GF + &G 
A = Ao A , 
so folgt aus (53, 54) 


P= loll —F)—pG]; G=1— 


(55) 


10. Geschlossene Entwicklung von F und G 


In Abschnitt 7 wurde gezeigt, da& man die zu einer formal vorgeschriebenen 
geschlossenen Entwicklung einer Invariante w gehérige Anomalie q finden 
kann, wenn es gelingt, g als Funktion von ¢ auszudriicken. Das ist nach den 
Vorbereitungen des vorigen Abschnitts zunachst fiir F méglich. Zwar ist 
hierfiir die erste der Formeln (55) ungeeignet, da sie noch F und G gleich- | 
zeitig enthalt. Man kann aber jetzt G durch die Bahngleichung (52) eli- . 
minieren. Schreibt man diese in der Form 


HG? — 2 uyG og (1 —F) = 8) — 2 F (Oy — Uo) + F? (8p — 2 Mo); 
so hat diese quadratische Gleichung fiir u,G die Lésungen 


[oG = 09 (1 —F) + Van — 2 & F — QF”. 


In Verbindung mit (55) erhalt man also 
: ite 


Die Quellfunktion der gesuchten Anomalie ist dann g = F/F’, und wenn: 
man wieder fordert, da F(q) der Differentialgleichung F’”’ + a?F’ =0) 
geniigen soll, also mit vorerst beliebigen Konstanten A, B, a 


=La/B—F—ap 


geschrieben werden kann, so findet man 


a Be? — (F — A)? 
Da nun 90+ & = (Uo + &) (Mo — &) + = 2, so kann oie A = = 
— 1 
B=,a="% Voo = —= setzen und erhalt dann q= Leis puke Tig diet 
Go Va ro 


Entwicklung kann nach der gleichen Variablen q bzw. z = ee vor sieht 
gehen wie die von r und den iibrigen Invarianten des Problems. 
Ks ist also auch 


F(q) = ¢)Fy+ ¢,Foq + C, (Fo + a Fy) q, 
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ind da Fy=1, Fi =F) =0, F¥ +2 Fy=a2A = —re, erhilt man 
F(q) = Cy — Carp eq" = 1 — cya? gq? — cgr5 eq” 
oder wegen 7)q =2T 
F =1 —¢, (99+ &) 21? = 1 —c, €,2? (56) 
(q) findet man sodann durch Integration der zweiten Formel (55): 


t 
1—F d d 
a@=1-| dt oder, da — =—~1, =n dq; 1—F = Cm22?, 
0 


A A r 


q 
G =t—feg*dg. 
0 


: d 
(Nun ist aber wegen (29) een (cy419¢°t1) = c,g”. Also ergibt sich 


G =1t —c,g°= t (1 —¢, 4,2). (57) 


)Die sehr einfachen Formeln (56, 57) ersetzen die in der Bahnbestimmung 
ysonst iblichen schlecht konvergierenden und in den héheren Ordnungen 
kompliziert gebauten Reihenentwicklungen (23) durch strenge Ausdriicke. 
n Verbindung mit der Hauptgleichung (40) und den Formeln (55) erlauben 
sie die direkte strenge Berechnung der lokalen Elemente des Himmelskérpers 
fiir jede beliebige Zeit aus den lokalen Elementen der Epoche, ohne da8, wie 
in der klassischen Theorie, der Umweg iiber die Kegelschnittselemente be- 
sehritten werden mu, und ohne da Fallunterscheidungen oder Singulari- 
taten auftreten. Damit ist die im ersten Abschnitt gestellte Aufgabe gelést. 


11. Die Bahnformen im Lidchte der neuen Theorie 


‘Durch die numerischen Werte der lokalen Invarianten zu irgendeiner Epoche 
+t = t, ist die geometrische Form der Bahn festgelegt, ebenso der Ort, den der 
/Himmelskorper innerhalb der Bahn und in bezug auf deren charakteristische 
Punkte (Perihel und Aphel) zur Epoche einnimmt. Gleichfalls ist irgendein 
‘konkretes Problem der Ephemeridenrechnung, d.h. die Aufgabe, von Ort 
und Geschwindigkeit des Himmelskérpers zur Epoche tf) auf Ort und Ge- 
)schwindigkeit zu irgendeiner anderen Zeit t = t) + t tiberzugehen, durch die 
idrei lokalen Invarianten 9, &, @) (oder ein anderes Tripel) und die Zwischen- 
zeit t bestimmt. Dabei hingt die Hilfsvariable z als Lésung der Haupt- 
gleichung nur von den Kombinationen 


No=%T, So = HT, Y=OT 


der lokalen Invarianten mit der Zwischenzeit ab. 

)Alle méglichen Aufgaben der Ephemeridenrechnung lassen sich daher durch 
die dreidimensionale Mannigfaltigkeit der Punkte im (n, ¢, ~)-Raum dar- 
stellen, und es 14Bt sich zeigen, wie sich diejenigen Gebiete dieses Raumes, 
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or 


die den elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Bahnformen zugehéren, 
gegeneinander abgrenzen. Die Untersuchung der geometrischen und analyti- 
schen Kigenschaften dieser Mannigfaltigkeit, die der Verfasser (2) durch- 
gefiihrt hat, und die einer eingehenden Diskussion der Hauptgleichung (40) 
gleichkommt, fiihrt zu mathematisch sehr interessanten Ergebnissen — ins- 
besondere haben die Flachen 
z = const und ihre Enveloppe 


Ae Ki x g § 3 § S héchst bemerkenswerte Eigen- 
N = La al eg (ON LO fH Hatta N schaften. : 

SS ‘ my Es zeigt sich, daB alle Punkte 

> gaealea des(7,¢, 7)-Raumes, diereell 

SX im\A pre) : Aufgaben entsprechen, aul ein 

“a ane 5 ¥ hid bestimmtes Gebiet, namlich 

SS ® pects das Innere eines parabolischen 

e a < im Perihe/}) Zylinders, beschranktsind. Fiin 

ao SN Ss reelle Bahnen ist namlich der 

\ SS 3 Parameter p = => 0. Weger. 

Na & = 2e +0 —o? muB also auch 
S\N |? of 3sg ae 

Nicht - seta.) tee 

reelle ~Y\ Man kann sich die Aufgabe 

Bahne' RN Parte keke des Studiums der Eigen: 

BSA TG 37 | + es Sschaften dieser dreidimensioc 

sk oa “a ay es nalen Menge erleichtern, ini 

SA dem man ebene Schnitte durck 

SSsss 

=A Pa wets den Raum legt. So entha 

WS ‘ 4 der Schnitt 7 = 0, d.h. pa 

“APS die ¢, z-Ebene, alle die 

s+ SS = jenigen speziellen Aufgabea 

SS Nekeas der Ephemeridenrechnung, dil 

“+ Ss Lasher he x von dem Zeitpunkt des Durch! 

SSA Obie, gangs des Himmelskérpeni 


SSSA Kriatt 
| Ss ‘Pon 
Abb. 2. Schnitt 7 = 0 (Epoche in den Apsiden). 


durch das Perihel oder daj 
Aphel seiner Bahn als Epochi 
ausgehen, denn fiir diese isl 
jao = 7 = 0. Die reellen Fille dieses Aufgabenbereichs sind auf das Gebiel 
2¢ + ¥=0 beschrinkt, liegen also, wenn wir (Abb. 2) die¢-Achse als Abszisser} 
achse, die y-Achse als Ordinatenachse bestimmen, oberhalb der durch den Nuli} 
punkt gehenden Geraden 2¢ = —y, die im (y, ¢, y)-Raum die Scheitellinie def 
parabolischen Zylinders 2¢ + y = 7? darstellt. Fiir alle Punkte dieser Grenzling 
selbst ist » = 0, d.h.eshandelt sich dort um den Sonderfall geradliniger Bahned 
Alle Punkte der Abszissenachse (9 = y = 0) entsprechen Parabeln, wahrert 
die Ordinatenachse (¢ = ¢ = 0) die Kreisbahnfalle enthilt. Die elliptische 
Fille (g > 0) liegen in der oberen, die hyperbolischen in der unteren Hal} 
ebene. Das reelle elliptische Gebiet wird durch die positive Ordinatenachii 
in zwei Teilgebiete zerlegt — rechts liegt wegen ¢ > 0 die Epoche im Perihol} 
links im Aphel. Hingegen wird der hyperbolische Raum durch die Gerad 
¢+%=0 in zwei Teile aufgespalten. Auf dieser Geraden ist namlil# 
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é+o =u =0, d.h. r =oo; hier handelt es sich um den Grenzfall ganz im 
Unendlichen verlaufender Bahnen. Unterhalb dieser singularen Linie ist mu 
negativ ; da aber 7 wesentlich positiv ist, kann man diese Fille den Bewegungen 
zuordnen, die anstatt (11) der Differentialgleichung 


p =hpP, w=rs 


gehorchen, d.h. die unter der Wirkung einer repulsiven Kraft zustande 
kommen. Die Bahnkurve entspricht dem zweiten Hyperbelast, der um den 
leeren Brennpunkt gekriimmt ist. 

In diese Figur sind nun die Spuren der Flichen z = const eingezeichnet. 
Die Linie z = 1 fallt natiirlich mit der y = Achse, dem Ort der Kreisbahn- 
fille, zusammen. In der fiir die Praxis 


(n,¢, 7)-Raum, gibt es singulare Stellen, 
liber deren Theorie man in (2) nach- 
lesen mége. 

Die Flachen 7 = 7% = const, auf denen Abb. 3. Schnitt z = 0 (Parabelbahnen). 
sich das Gebiet der reellen Bahnen 

als. das Innere einer Parabel 2¢ + 7 = 7? abzeichnet, enthalten die Kur- 
ven z = const in Gestalt der Geradenscharen 


Pz ene c,62, 


da ja fiir z = const und y = const auch die von 7z? abhiingigen c-Funktionen 
konstant werden. Diese Scharen haben fiir jeden Schnitt 7 = const eine 
ganz im Imagindren verlaufende Enveloppe, die mit der ,,Grenzparabel* 
nur gewisse isolierte Punkte gemeinsam hat. Abb. 3 zeigt als Beispiel den 


besonders wichtigen rechten Halbebene co 
ist tiberall 2<1, und die Kurven Ss \ 
z=const sind der y-Achse nahezu Reelle |& Bahnen 
parallel und in deren naherer Um- wm = \XTS . 
gebung nur wenig gekriimmt. Sie gehen ‘ =| 2 S \ 
stetig aus dem elliptischen in den AN 3 \ 
hyperbolischen Raum iiber, wodurch eNe “ KY, 
sehr anschaulisch demonstriert wird, O : NY: 
da8 fiir die neue Theorie der Parabel- No) Vx 
fall keine Singularitaét hervorruft. Die \ \ ki ‘ 
Kurven z = const iiberdecken die Halb- SQ & < 

ae : Z=too ES ee HP AWS \\ \ 
ebene der reellen Bahnen iiberall ein- BN SECA CE 
deutig und stetig und drangen sich = jcht- reelle Wee ok 
nur an einigen ausgezeichneten Punkten ay AN 
der Grenzlinie gegen das imaginire ; be 
Gebiet starker zusammen. Auf der eat \ | \ 
Grenzlinie selbst, wie tiberhaupt auf =\ \ 
der zylindrischen Grenzfliche im 5 fed \ ~ 

\\ 


. Schnitt y = 0, der die Gesamtheit aller parabolischen Bahnfialle reprisen- 
_tiert. In ihm hat die Geradenschar 


1 ] 
‘or ales Ss Ye ae 
1 ata tebe 


~+0 
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mit dem Parameter z die Enveloppe 


Petia ghar 3 =n) 
p= TES Vt 52)> 


eine Suppeiens tail mit der auf der Grenzparabel 2 ¢ = 7? liegenden Spitze 


$(n=— = , ¢=-—}], die auBerdem die Grenzparabel im Koordinaten- 


ursprung eatin Beinn Abwickeln der Geraden z = const als Tengenti| 
der Enveloppe lehrt schon der Augenschein, daB das Innere der Parabel,| 
also das Gebiet der reellen Bahnen, von der Schar einfach durchsetzt wird,| 
so daB zu jedem Punkt dieses Gebietes eine und nur eine Lésung z der Haupt-; 
gleichung gehort. Hingegen gehen durch jeden Punkt im Innern der Enveloppe,; 
das ganz in das Gebiet der nichtreellen Bahnen fallt, drei Tangenten. Fiir; 
diese in der Wirklichkeit nicht vorkommenden Anfangsbedingungen n, Ci 
wiirde die kubische Hauptgleichung drei reelle Lésungen besitzen (casus) 
irreducibilis). 

Die sehr viel kompliziertere Analyse des tibrigen (y, ¢, ~)-Raumes, nament-) 
lich des elliptischen Teiles, den man durch das Studium der Schnitte y = const 
> 0 behandeln kann, haingt sehr eng mit den mathematischen Eigenschaftenm 
der Funktionen c, (yz?) zusammen. 


12. Zentralbewegungen 


Der im Vorhergehenden aufgezeichnete Gedankengang, der sich aus den 
Versuch ergeben hat, die Lésung gewisser astronomischer Probleme in eine’ 
von der Praxis geforderte Form zu bringen, geht von ganz allgemeinem 
Gesichtspunkten aus, und es liegt daher nahe, ihn auch auf andere Aufgaber: 
der theoretischen Mechanik anzuwenden. Hier soll zuniichst der Versuch 
gemacht werden, ihn auf den Fall beliebiger Zentralbewegungen aus 
zudehnen, die unter dem Einflu8 von Kraften vor sich géhen, deren GréBd 
einer beliebigen Funktion des Abstandes proportional ist. Bekanntlich exi- 
stiert dann immer eine Kraftefunktion U (r), und die Bewegung des angezogener” 
(oder im Falle repulsiver Krafte abgestoBenen) Kérpers um das Kraftzentrum 
geniigt der Differentialgleichung 


* Lad; 
p = grad U = idee 
[pp] = [p grad U] ae 
(pp) = (p grad U) = 


und durch Integration dieser Gleichungen 


aus der 


[pp] = g = const; |g| = g =r? (Flachensatz) 
p?= 2U —h; h =const (Energiesatz) 


folgt. Auch in diesem ,,verallgemeinerten Zweikérperproblem“ la4Bt sich div 
Bewegung durch die drei Invarianten 


(pp) = 13; (pp) =o = 2t + yy +22; (pp) =Po =2?4 4+ 2 


vollstindig beschreiben, sofern man die Orientierung der Bahn in bezug auf 
das Koordinatensystem (a, y, z) noch offen la8t. Man findet, ahnlich wie in 
Abschnitt 4, wenn man Ableitungen nach r durch Indizes bezeichnet und 


] e 
y(r) = ms U,, also p = g(r) p 
schreibt, 
r=r0o;¢=0+9—20?; © =—20(H— 9); p="OrG. 


Fiihrt man ferner die zusammengesetzten Invarianten 


9 We: Oa, Po) ot 


ein, so findet man F 
@ = —290;8=— 400 


“ 
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und daraus, wie friiher, 
ro=h; rd =g 


als Ausdriicke fiir das Energie- und das Flichenintegral. Fiir die wahre 
Anomalie v, d. h. den Winkel zwischen dem Ortsvektor p und einer geeignet 
vorgegebenen festen Richtung in der Bahnebene g = const, gilt immer 


Belo ae | (58) 


2 


Nun sei @(r) eine Funktion von r, deren Bestimmung als Funktion der Zeit 
verlangt werde. Es sei ferner eine Anomalie g(t) gesucht, so daB ®(q) ge- 


_ schlossene Form erhalt, und es ist schlieBlich die Frage zu klaren, ob und 


unter welchen Umstainden die Hauptgleichung H(q,t) =0 ebenfalls ge- 
schlossene Form annimmt. 
Wir diirfen uns dabei stets auf die Annahme beschrinken, daB ®(q) einer 


Differentialgleichung op’ at 2 Q’ 0 (59) 
a = 


geniigt, da ja das Problem durch drei unabhingige Konstante als Anfangs- 
bedingungen, etwa die drei Invarianten 1, 0), & der Epoche q = 0, deter- 
miniert ist. Der konstante Parameter a wird sich, je nach den speziellen Be- 
dingungen des Problems, d.h. je nach der Form der charakteristischen 
Funktion g(r), als unabhingig oder als abhingig von den Integrations- 
konstanten g und h erweisen. Ist das erstere der Fall, so wird die Losung der 
Differentialgleichung (59), je nachdem a? 20, in einer der drei Formen (32) 
geschrieben werden kénnen, die dann die allgemeine Lésung des Problems 
ohne weitere Fallunterscheidungen darstellt. Ist dagegen a? von h abhiangig, 
das seiner Natur nach (im Gegensatz zu g, das man ohne Einschriankung der 
Allgemeinheit immer als wesentlich positiv ansehen darf) verschiedener Vor- 
zeichen fahig ist, so ist die Unterscheidung elliptischer, parabolischer und 
hyperbolischer Lésungen nicht zu umgehen. In diesem Falle l4Bt sich aber 
die Taylorsche Entwicklung (q) um die Epoche g = 0 mit Hilfe der c-Funk- 
tionen nach dem friiher beschriebenen Verfahren stets in die endliche, reelle 
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und von Fallunterscheidungen freie Form 
D(q) = CoP, + Pog + Co(Py + a? D,) g? 


bringen, in der die c-Funktionen das stets reelle Argument (aq)? haben. 
Die Hauptgleichung leitet man aus der Beziehung 


ab, wobei 


und 


@' =a V Bb? —(® — A)? 

gesetzt werden kann, so daB 

e ®, ®, (2U —h) r2 —g 

—— a | pee ES 60 

q r Ei) ar} B? —(® — A) (a 
wird. Damit die Quellfunktion f(t) = q die Bedingungen des Abschnitts 6 | 
erfiillt, mii8te F(r) eine stets reelle Funktion sein, die fiir jedes r das Vor- . 
zeichen von @, hat. 


Es besteht also das Problem, die noch frei verfiigbaren Funktionen ® und F ' 
so zu definieren, daB die Identitat 


o2F? [B? —(® — A)?] =(2U —h) 2 —g? (61) 


erfiillt ist, eine Aufgabe, die fiir rationales U(r) immer durch rationale Aus- 
driicke fiir ®(r) und F?(r) lésbar ist, wenn man die beiderseits auftretenden 
Konstanten in geeigneter Weise miteinander in Beziehung setzt. Die Un- 
bestimmtheit des Problems bringt es mit sich, daB immer mehrere, durchweg : 
zwei, gleichberechtigte Losungen vorhanden sind. Die Hauptgleichung 
erhalt man immer in Form des Integrals 


= rdq 
eile 
0 


das aber nur ausnahmsweise durch bekannte Funktionen ausfiihrbar ist; 
anderenfalls ist man auf Reihenentwicklungen oder die Methoden deri 
numerischen Integration angewiesen, um den Zusammenhang zwischen t und q{ 
in eine praktisch verwertbare Form zu bringen. : 
Wir wollen hier den besonders interessanten Fall diskutieren, daB die Kriifte-: 
gunktion einer Potenz von r proportional ist. Aus 


U(r) =xr* (8 = 0) 
ergibt sich das Kraftgesetz 


K(r) =xsrt—1; (r) = xert—2, 


: 


OE OO eETEO OO OOOO EEE 


i] 
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Wenn wir durch passende Wah! der Zeiteinheit dafiir sorgen, daB xs = F 1 
wird, und wenn wir » = s —1 setzen, so wird 


9 

Kir) =F *; g(r) =F 8); 20? = PH 8 (nt — 1). 
n+l 

Das obere Zeichen entspricht dabei einer attraktiven, das untere einer repul- 

siven Zentralkraft. Wir beschrinken uns hier auf den ersteren Fall. Ohne 

Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir ferner ® = r* setzen. 

Mit dem einfachen Ansatz F =7™ lassen sich dann zuniichst die drei Fille 

n =1, —2 und —5 erledigen. Die Identitat 


= 


a2 2 [ B?— A24+ 2Ark— 7?) = —[g?thret Ere gnt3}) (62) 


+1 
1a4Bt sich durch passende Wahl! der Konstanten der linken Seite immer dann 
erfiillen, wenn die rechts vorkommenden Exponenten von r, die Zahlen 0, 2, 
nm +3, in irgendeiner Anordnung aufeinanderfolgende Glieder einer arith- 
metischen Folge darstellen, was offensichtlich nur dann der Fall ist, wenn 
n + 3 einen der Werte — 2, I oder 4 annimint. Fiir die Konstanten k und m 
ergeben sich in diesen drei Fallen je zwei Méglichkeiten: 


iturin = 1: a) b=-25m = —0,” b) b= 2 a 2 
2) firxn=—2: a)k=1l,m=> 0, bk=—-1, m= 
3) fir n=—5: a) k=2,m=—1, b) k=—2, m= 


Durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von r auf beiden Seiten 
der Identitat (62) erhalt man dann folgende Werte der Konstanten a?, A, B 
und der Quellfunktion q: 


n P(r) | Fir) a A B q 
h h* 

2 ae ee a Pt? 
(a) 7 l Ll ars greg 2 
1 2 2 h 1 he 2 ai 
(b) = r bs Meigs.) ok | age r 
l l : 1 
: (a) r l h = -V1 —hg - 
l ] } 
(b) > r 9° my = Vi— hg = 
] g* gy? y 2h 2 
2 ake yeni Ae 1 ee Bd 
ls (a) 1 r t 2 Zn = gt r 
1 ] f iy ees 2 
| ae Mr et ee 
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Der Fall n = 1 (Kraft proportional dem Abstand) betrifft die aus der Theorie 
der elastischen Schwingungen bekannte harmonische Bewegung. Ge- 
schlossene Darstellungen ergeben sich fiir 7? und 7~*, und zwar beide Male 
in eiliptischer Form, da stets a? > 0. Im ersten Falle lautet die Haupt- 
gleichung g = 27, im zweiten Falle, woa = g, ist 


g 


coral 
2? | 


aq =2 


also wegen (58) ag = 2(v — 1%). Tatsichlich erfolgt die Bewegung in einer | 

Ellipse mit dem Kraftzentrum im Mittelpunkt. Bezeichnen wir die Halb- | 

achsen der Ellipse mit a und 3, so folgt aus der Parameterdarstellung 
x=acost, y=Obsint, PrP =2?+ ¥ 


» e+e ab 
Tiajiny D 2 


die Formel 
cos 2T, 


wihrend die Mittelpunktsgleichung der Ellipse, 
b7 x7 -+ aty*=a*h?; z=rcosv, y=orsineg 


auf die dem Fall (b) entsprechende Darstellung 


a-slatm tls — jx) e082» 


rh oO 2h a? 0) 6? aa? 8 


fiihrt. Die zugehérige Hauptgleichung, deren Integralform 


q 
1 || dq 
See i ey Phe Mes ek eee 
fe 1 fag >| acEa 
0 0 


lautet, geht nach Ausfiihrung der Integration in 


oa aq 
r= aot ( 7 Fe) 
tiber. 


Der Fall n = —2 (Kraft umgekehrt proportional dem Quadrat des Ab- [ 
standes) entspricht dem Newtonschen Gravitationsgesetz, fiir das died. 
klassische Theorie die beiden geschlossenen Darstellungen 


(a) r=a(l —ecosag); aq =E (ellipt. Form) 


1 


=u . 7 (63), 
(b) * sted +ecosag); ag=v 


kennt, die den Unterfallen (a) und (b) unserer Zusammenstellung entsprechen.)) 
In (a) kann a* = h auch null oder negativ sein, da die Energiekonstante null} 


: 1 : ul 
der Realititsbedingung h < Z unterworfen ist. Infolgedessen treten hier 


————— Oe 2 eeeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeE30OoOeooooiiOO7nV OOOO DR ee 
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die bekannten Fallunterscheidungen auf, die zu den vorstehenden Unter- 
suchungen AnlaB gegeben haben. Die Hauptgleichung 


q 
t =| rdq 
0 


fiihrt nach Ausfiihrung der Integration auf (40). In (b) ist a? > 0, so daB 1/r 
unabhangig vom Bahntyp in der elliptischen Form (63b) geschrieben werden 


kann. Die Hauptgleichung fiihrt wegen (58) auf ag = f =v, so daB (63b) 


der Bahngleichung in Polarkoordinaten entspricht. 

Der dritte Fall (n = —5; Kraft der fiinften Potenz des Abstandes um- 
gekehrt proportional) hat kein physikalisches Analogon und ist daher nur 
mathematisch interessant. Er liefert ebenso wie die harmonische Bewegung 
geschlossene Darstellungen fiir r? und r-?. Dagegen fiihrt die Hauptgleichung 
in beiden Fallen auf elliptische Integrale, und auch die Bahngleichung 7 = r(v) 
148t sich nur durch ein solches ausdriicken. Als Bahnformen erhalt man im 
allgemeinen Spiralen, die im Koordinatenursprung miinden. Nur fiir spezielle 
Anfangsbedingungen ergeben sich geschlossene Bahnkurven [vgl. (6)]. 

In ahnlicher Weise lassen sich auch andere Kraftgesetze dieser Art behandeln. 
So erledigt man z. B. die Fille n = —3 und n = —7 mit ® =7? und 


Ff — 1/V1 + r2 bzw. F = : V1+ yr? (wo y die Lésung der kubischen Glei- 


chung y? —3g*y + 3h =0 bedeutet). Die Hauptgleichung fiihrt in diesen 
und ahnlichen Fallen stets auf elliptische oder hyperelliptische Integrale, 
und nur unter besonderen Anfangsbedingungen sind geschlossene Bahnkurven 
méglich. Anscheinend sind die beiden aus der Physik bekannten Kraftgesetze 
n =1 und xm = — 2 die einzigen dieses Typus, bei denen man mit einfacheren 
mathematischen Hilfsmitteln auskommt. 


13. Das Zweikérperproblem der allgemeinen Relativitatstheorie 


Die Frage, ob die Newtonsche Kraftefunktion U = r noch einer Korrektur 
bedarf, ist oft behandelt worden. Fiigt man diesem Ausdruck noch ein kleines 
Zusatzglied proportional r-? oder r-* hinzu, so ergeben sich Kegelschnitte, 
deren Apsiden langsam fortschreitende Bewegung zeigen, wie sie sich in der 
Erfahrung an einer durch die Stérungstheorie nicht erklarbaren tiberschissigen 
Perihelbewegung des Planeten Merkur um rund 40 Bogensekunden im Jahr- 
hundert zu erkennen gibt. Setzen wir z. B. 
= selina 


pe ye" 
so erhalt die Identitat (61) mit 


Pasi rarVi+2 


r 


die sinnvolle Gestalt 
oe (Be aS — 3) (1 ae “ya5(2 ge —he—¢). 
r r r 
40° 
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- Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich 
a? (B?— A) = —h; a? (2A + »(B®— A?)] = 2; a? (1 —2 Av) = g?; 
aty = — 28, 


woraus a2, »v, A, B bestimmt werden kénnen. Fir sehr kleines B wird, unter 
Vernachliassigung héherer Potenzen, 


2 2 
a=9(1 =“) —. 
und die Quellfunktion oe 
A 1 Y ] B 


Es ist dann bis auf Glieder zweiter und héherer Ordnung 


ent B (2 ] 
Feber lt cect 


Andererseits liefert der Flichensatz (58) fiir die zeitliche Anderung der wahren 


Anomalie 
g 


Deas 


Die Anomalie aq in der periodischen Bewegung 


i=A + Bcos aq 


schreitet also, wenn f > 0, stets langsamer vorwirts als die auf ein festes 
Koordinatensystem beziiglich wahre Anomalie v. 

Um den Betrag der Perihelbewegung bei Planeten abzuschitzen, die sich in 
schwach exzentrischen Bahnen bewegen, setzen wir fiir und aq die iiber 
ganze Umliufe genommenen Mittelwerte 


p= Me, og = ¥2), 8(2 , 2)| Ye 8) 


a p\p a ap 


und finden, wenn wir mit 7'g die auf das Bahnperihel bezogene anoma- | 


listische Umlaufszeit und mit 7’ die siderische Umlaufzeit bezeichnen, 
oT = 27: aqTe= 2G: oT,= 2% + yp. 
Dabei ist y die Perihelverschiebung nach einem Umlauf, und es folgt 


< — 2% = > 626 
= Yh (v — aq) = — (UV —«aq) = 
y a oe. q op” 


In der allgemeinen Relativititstheorie ist B = LG wo ¢ die Lichtgeschwindig- - 
c 


keit bedeutet. In den hier (vgl. Abschnitt 2) zugrunde gelegten Einheiten der 5 


i a 
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Lange und der Zeit ist c = 10074,2 AF in 58,13244 Tagen. Fiir den Planeten 


Merkur ist a = 0,3871, die siderische Umlaufszeit 7’ =a? Jahre. Fiir die 
Perihelverschiebung in 100 Jahren ergibt sich demnach 


2 100 600 
BAS ei a ee DOR G84 we A121 
T-sinl otc 
14. Gestirte Bahnen 


Im Sonnensystem sind die stérenden Krafte der groBen Planeten, durch die 

die Bahnen der Planetoiden und Kometen deformiert werden, meist so klein, 

da man die Kegelschnittsbahnen des ungestérten Zweikérperproblems stets 

als gute erste Naherung ansehen kann. Die in Abschnitt 1—11 entwickelte 

Theorie kann also fast immer als Ausgangsbasis fiir die Berechnung von 

gestérten Ephemeriden dienen. Allerdings kann hier der Formalismus der 

obigen Theorie nicht einfach iibernommen werden, wie dies im Falle beliebiger 

Zentralbewegungen modglich war. Die gestérte Bewegung eines Himmels- 

kérpers ist keine Zentralbewegung, da neben der stets auf die Sonne gerich- 

teten Hauptkomponente der Anziehungskraft noch andere, wenn auch viel 

schwachere Komponenten existieren, die auf die st6renden Planeten zielen. 

Der Satz von der konstanten Flaichengeschwindigkeit, der an Zentralkriafte 

gebunden ist, verliert also hier seine Giiltigkeit. Selbst in dem sehr ver- 

einfachten Fall des ,,restringierten Dreikérperproblems‘, in dem ein masse- 

loser Planetoid sich in der Bahnebene des st6renden Planeten bewegt, der 

Seinerseits in einer Kreisbahn um die Sonne lauft, ist von den vier Integralen, 

die dieses stark schematisierte Problem erfordert, nur ein einziges bekannt: 

das Jacobische Integral. Alle friiheren Uberlegungen, die wie die des Ab- | 
schnitts 7 auf der Kenntnis dieser Integrale beruhen, sind daher selbst in 

diesem relativ einfachen Fall nicht anwendbar. Genauer formuliert: es ist 

zwar denkbar, irgendeine Invariante des Problems, etwa den Abstand r 

des gestérten Planeten von der Sonne, als geschlossenen Ausdruck in einer 
Anomalie q zu schreiben, aber es ist dann nicht mehr ohne weiteres méglich, 

dieses g durch einfache Quadratur als Funktion der Zeit zu bestimmen. Da- 

gegen ist der umgekehrte Weg gangbar: die Quellfunktion g als Funktion 

der Zeit oder auch als Funktion von r vorzugeben und mit ihrer Hilfe die 
TayLorsche Entwicklung von r und den anderen Invarianten nach der Zeit 
in eine solche nach g umzuwandeln. Nur wird man mit dieser Methode keine 
geschlossene Entwicklung erzielen, sondern sich mit mehr oder weniger gut 

konvergierenden Reiken zufrieden geben miissen. 

Im allgemeinen Dreikérperproblem ist die Anzahl der unabhingigen lokalen 
Invarianten neun, da die geometrische Figur, die aus den auf die Sonne als 
Hauptkérper des Systems bezogenen Orts- und Geschwindigkeitsvektoren 
der beiden iibrigen Korper besteht, durch neun Stiicke bestimmbar ist. 
Im restringierten Problem sind dagegen vier Invarianten ausreichend: Orts- 
und Geschwindigkeitsvektor des stérenden Planeten sind konstant und stehen 
stets aufeinander senkrecht. Es ist also, da der Vorgang sich in der durch 
diese beiden bekannten Vektoren bestimmten Ebene abspielt, auBer den 
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drei Invarianten, die das Vektorendreieck des gestérten Planeten bestimmen, 
nur noch eine weitere GréBe, etwa der Winkel g zwischen den Ortsvektoren 
beider Planeten, erforderlich. 

Bezeichnet man mit p(x, y) und p, (%, y,) die auf die Sonne beziiglichen 
Ortsvektoren des gestérten und des ungestérten Planeten, mit r und 7, ihre 
Betriage (wobei man durch zweckmaBige Wahl der Lingeneinheit dafiir sorgt, 
daB r, = 1 ist), mit m die Masse des stérenden Planeten (die selbst im Falle 
Jupiter < 10-? ist), so lauten die Bewegungsgleichungen 


b =—3 —m (er — +») 
pb, = —(1+m)p,, 
wobei sv&=—1+r2—2reosg. 


Es 1aBt sich dann die TAyLoRsche Entwicklung irgendeiner Invariante, z. B. 


: ©: ima em 
T(t) =to+ Mot +1 oF trogj t--- (65) 
durchfiihren, wenn man aus 
re = e+ yy, 86 = (%—%) (EF —%) + (y—H) YY —H) 

fr die Ableitungen r, 7, r,... durch fortgesetzte Differentiation be- 
stimmt, wobei man auftretende zweite Ableitungen von z, y,... 

durch (64) eliminiert. Man stellt dabei leicht fest, daB alle vor- 
kommenden Ausdriicke durch die Invarianten r, V, 6, g (Abb. 4} 


oder durch irgendein gleichwertiges System von vier Funktionen 
dieser Invarianten, etwa 


(64) 


(Pip) = 7 cos Pip) =r sin y ; 
(pp) =r V cos 6 <pp> =r V sind 
darstellbar sind. 
777 Pt Die Reihenentwicklung (65) oder die ent- 
Abb. 4. sprechenden Reihen fiir x (rt), y(t), die — 


man etwa bei Bahnverbesserungen mit | 
EinschluB der St6rungen verwenden kénnte, haben den Nachteil, daB die | 
héheren Glieder nicht nur sehr kompliziert gebaut, sondern auch noch mit | 
den aus der ungestiérten Bewegung stammenden Anteilen belastet sind. Diese | 
lassen sich aber in gleicher Weise wie friiher auf die ersten drei Glieder werfen, , 


wenn man mit der Quellfunktion q =- ; eine neue Variable q einfiihrt und | 


in der Entwicklung 


2 
nw W 


rq) =m +rqg +7 21 


3 
+ Un) 3! -}- cee 
die einzelnen Glieder mit den Einheitsfaktoren 


1 =n! [en + (aq)? eng2]; Cn= Ce [(ag)]; a? = = _ys 
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multipliziert. Es wird dann 
7(q) = Coot C709 + Cy (79 + a? 79) g? + Cg (79’ + a7) FF +..., 


wobei zum Unterschied gegen friiher die Glieder dritter und héherer Ordnung 
nicht verschwinden, wohl aber nur noch GréBen von der Ordnung der stéren- 
den Masse enthalten. Das gleiche gilt fiir die Hauptgleichung, die nun die 
Form einer unendlichen Reihe 


1 =z + a,27+ a,2+ ayz4+... 


erhilt, in der die Glieder von der vierten Ordnung an die kleine Masse m 
als Faktor enthalten und daher bei der ersten Naherungsrechnung vernach- 
lassigt werden kénnen. 

Ohne diese Dinge hier explizite auszufiihren, will ich noch bemerken, daB 
verschiedene Varianten des eben geschilderten Verfahrens méglich sind. So 
kann man a, das in der oben gegebenen Form nicht konstant ist, durch einen 
anderen Ausdruck ersetzen, der sich aus dem JACOBIschen Integral ableiten 
laBt. Definiert man namlich die GréBe o durch 


Py “ A A : : 3 
ro= as (a? + y*) + 2 [(xy — y2) — (Xo Yo— Yo%))+ 
1 
+2m E — (%a,+ vn), 


so findet man, wie durch Differenzieren leicht nachgewiesen werden kann, 
r29 = const. 

Setzt man also a? = 79, so ergibt sich eine neue Entwicklung, in der a kon- 

stant ist. Ferner kann man auch statt g = ~ andere Quellfunktionen be- 


nutzen, sofern sie sich von jener nur um Glieder von der Ordnung der stérenden 
Masse unterscheiden. Hierbei kénnte folgende Uberlegung von Nutzen sein: 


1 : , 
Im ungestérten Zweikorperproblem ist U = 7 d.h. die Quellfunktion der 


das Problem lésenden Anomalie ist mit der Kraftefunktion identisch. Im 
restringierten Dreikérperproblem ist die fiir die Bewegung des gestérten 
Ko6rpers giiltige Kraftefunktion 


1 ] 
Nes +m" — (© 4% vu). 


Die Aufgabe, mit Hilfe von g = U eine Entwicklung von r oder auch von U 


durehzufiihren, mu8 einer besonderen Untersuchung vorbehalten bleiben. 
Sie wire wegen der engen Verkniipfung zwischen der Methode und den Eigen- 
tiimlichkeiten der Problemstellung iiberaus reizvoll, wenn es auch durchaus 
nicht sicher ist, da8 ihre Lésung greifbare Vorteile fiir die praktische Rechnung 
in sich schlieBt. 
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Zusammenfassung 


Die klassische Theorie der Ephemeridenrechnung, d.h. der Berechnung der 
ungestérten Bahnen von Himmelskérpern aus den Bahnelementen, leidet 
an dem Ubelstand, daB die hierbei verwendete Hilfsvariable, die exzentrische 
Anomallie, nur fiir elliptische Bahnen reell ist und bei Annéherung der Bahnen 
an die parabolische Form praktisch unverwendbar wird. Die Theorie erfordert 
also zahlreiche fiir die rechnerische Praxis sehr laistige Fallunterscheidungen. 
In seiner neuen Theorie, die hier noch einmal unter allgemeineren Gesichts- 
punkten zusammengestellt und mit eleganteren und mathematisch befriedigen- 
deren Beweisen versehen worden ist, hat Verf. vor einigen Jahren eine neue, 
stets reelle unabhangige Variable eingefiihrt, die eine einheitliche, unter- 
schiedslos auf elliptische, parabolische und hyperbolische Bahnen anwendbare 
Methode gestattet. Es wird ferner gezeigt, da die gleiche Methode in ihren 
Grundziigen auch bei anderen Aufgaben der theoretischen Mechanik benutzbar 
ist, so bei Zentralbewegungen mit beliebigem Kraftgesetz, in der relativi- 
stischen Mechanik und unter gewissen Vorbehalten auch in der Stérungs. 
theorie. / 


Gottingen, Nikolausberger Weg 49a. 
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Statistische Physik der linearen polymeren Ketten’) 
Von M. W. WOLKENSTEIN und O. B. PTIzYyn 


1. Einleitung 


Die linearen Polymeren bilden eines der wichtigsten Forschungsobjekte der 
modernen Physik und Chemie. Zu den linearen Polymeren gehdrt eine Reihe 
von Materialien mit sehr groBer technischer Bedeutung: Kautschuk, plastische 
Massen, Faserstoffe. Die Anwendung dieser Materialien stiitzt sich vor 
allen Dingen auf ihre spezifischen mechanischen und dielektrischen Eigen- 
schaften. 

Die mechanischen Eigenschaften einer Reihe von Polymeren sind auf erst 
verbliiffend; in dieser Beziehung haben die Polymeren kein Analogon unter 
den festen und fliissigen Stoffen anderer Struktur. So sind z. B. die natiir- 
lichen und synthetischen Kautschuke durch eine hohe Elastizitat — d.h. 
groBe Fahigkeit zu starken reversiblen elastischen Deformationen —, mit 
auBerst geringen Elastizititsmoduln, die mehrere tausendmal geringer sind 
als die Elastizitaitsmoduln von elastischen Materialien wie etwa Stahl, ge- 
kennzeichnet. Die mechanischen und sonstigen Eigenschaften der Hoch- 
polymeren hangen in hohem Mae vonder Temperatur und den Verwendungs- 
bedingungen ab. Von besonderer Bedeutung ist hier der Zeitfaktor. Ein be- 
stimmtes Material verhalt sich ganz verschieden, je nachdem, ob es schnellen 
oder langsamen Deformationen unterworfen wird. Kiirzer ausgedriickt sind 


die hochpolymeren Stoffe durch besondere Eigenschaften ausgezeichnet, die 
) sie von den iibrigen Gasen, Fliissigkeiten und festen Kérpern unterscheiden, 


) 


| 


Dank der vieljahrigen Bemiihungen der Chemiker kennt man heute den 
chemischen Bau einer groBen Anzahl von Hochpolymeren. Eine besonders 
bedeutende Rolle kommt hier der sowjetischen Wissenschaft zu, verkérpert 
durch Akad. S. W. LEBEDEW, der als erster synthetischen Kautschuk her- 
stellte. 

Die linearen Polymeren bilden lange Kettenmolekiile, in denen sich ein be- 
stimmtes monomeres Glied vielfach wiederholt. 

Wir geben einige Beispiele fiir die Struktur wichtiger Polymere: 


1) Ungekiirzte Ubersetzung des in Uspechi Fiz. Nauk 49, 501, 1953 erschienenen Artikels. 
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CH CH CH 
Re No ee ae : 
CH, CH, CH, Polyathylen 
CH, CH CH 
asset Ne eh aero 
C C C C Polyisobutylen 
TS Set > eval OS 
CH, CH,CH, CH,CH, CH;CH,; CH; | 
CH, CH CH ) 
ea a ania A is | 
C C C C Polystyrol 
LEE BON MAO HL ht 
GB.)  HeC His CU Oia ee 
CH CH CH 
= ia ek ia = aa re ee 
Polivinylalkohol 
le x Ke x Aes ~ hn a 
OH 4H OH H OH H OH H 
2 H, H 
| pss ri 
Re se a Polybutadien 
C C=—C C Nu 
Bes Nea eas 
H, H H H, 
H, H,C H 
| of Polyisopren 
C CH, C=—C 
(Naturkautschuk) 
"Voll EN Aan 2 
| | | CH, CH, 
ieee One oH 
Die Anzahl der sich wiederholenden identischen Glieder — der Polymeri; 


sationsgrad — kann bis zu hunderttausenden gehen. Weitere Beispiele finder 
der Leser in der Spezialliteratur (1, 2). Die iibergroBe Mehrzahl der bekannter 
Polymeren sind organische Verbindungen; aber auch eine Substanz, wie de 


plastische Schwefel 9 g 
eet one 
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ein Hochpolymer. Wir bezeichnen als lineare Polymere Substanzen, die 
aus langen Kettenmolekiilen ohne Querverbindung aufgebaut sind. AuBer 
en linearen Polymeren kennt man auch zwei- und dreidimensionale raum- 
iche Polymere, in denen die einzelnen Ketten durch Querverbindungen ver- 
kniipft sind. Zu den zweidimensionalen Polymeren kann man offenbar den 
Graphit ziihlen, zu den dreidimensionalen einerseits den Diamanten, anderer- 
seits den vulkanisierten Kautschuk. 
Die Aufgabe einer physikalischen Theorie der linearen Polymeren besteht in 
einer quantitativen Erklirung ihrer Eigenschaften und létzten Endes der 
Aufklirung des Zusammenhanges zwischen diesen Eigenschaften und dem 
chemischen Aufbau des Polymers. Offenbar wiirde das Ideal eine Theorie 
darstellen, die die Méglichkeit gibe, die physikalischen Eigenschaften des 
polymeren Materials auf Grund seiner chemischen Struktur vorauszusagen. 
Heutzutage sind wir von einem solchen Zustand der Physik der Polymeren 
noch weit entfernt. Jedoch gibt es gegenwirtig auf diesem Wissensgebiet 
schon groBe Erfolge, iiber die wir in diesem Artike] berichten wollen. 
Die chemischen Eigenschaften der Hochpolymeren sind zwar eigenartig, trotz- 
dem bleiben in ihnen jedoch in bedeutendem MaBe die Eigenschaften der 
niedermolekularen Glieder, aus denen sie zusammengesetzt sind, erhalten. 
So ahneln z. B. die chemischen Reaktionen des Polyithylens (siehe oben) 
den Reaktionen jedes niedermolekularen Paraffins, denn fiir diese Reaktionen 
sind die einzelnen CH,-Gruppen verantwortlich, die in beiden Substanzen 
enthalten sind. Die physikalischen Kigenschaften des Polymers dagegen 
zeigen qualitative Eigentiimlichkeiten, die sich wesentlich von denjenigen 
niedermolekularer Substanzen unterscheiden. In diesem Sinne entspricht 
eine hochmolekulare Verbindung einem neuen Aggregatzustand der nieder- 
molekularen Substanz. Man sieht sofort, daf diese Besonderheiten der 
)physikalischen Eigenschaften darauf beruhen, daB das Molekiil des Poly- 
mers eine lange Kette bildet, die aus sehr vielen gleichartigen Gliedern 
besteht. Wir haben es hier mit einem sehr deutlichen Beispiel fiir den Uber- 
-gang von Quantitat in Qualitét zu tun. 
Kine physikalische Theorie der Polymeren muB offenbar von einer Betrachtung 
des gemeinsamen Verhaltens einer groBen Anzahl gleichartiger Gebilde, 
_naimlich der Kettenglieder, ausgehen. Sowohl das einzelne polymere Molekiil 
als auch eine Vielzahl von ihnen in Form eines polymeren Materials bilden 
also Objekte der statistischen Physik. Zur Begriindung dieser Tatsache reicht 
: jedoch das Vorhandensein einer groBen Zahl gleichartiger Elemente nicht aus. 
‘Damit eine solche Gesamtheit den Gegenstand einer statistischen Theorie 
| bilden kann, miissen diese Elemente — die einzelnen Kettenglieder oder 
- Gruppen aufeinanderfolgender Glieder — eigene Freiheitsgrade besitzen, und 
das System als Ganzes muB also eine groBe Anzahl innerer Freiheitsgrade 
haben. Wie wir sehen, ist dies bei einem langen polymeren Molekiil tatsachlich 
der Fall. Auf Grund eben der statistischen Physik gelang es auch, die hoch- 
- elastischen Eigenschaften des Kautschuks zu erklaren. Die Untersuchung der 
‘thermischen Erscheinungen, mit denen eine Deformation des Kautschuks 
-verbunden ist, zeigt, da die innere Energie des Versuchskérpers sich bei der 
Dehnung nicht andert, und daB nur seine Entropie andere Werte annimmt. 
Dem Gleichgewichtszustande des Kérpers in Abwesenheit auBerer Krifte 
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entspricht ein Maximum der Entropie; jede Deformation ist mit einer Ver~ 
ringerung der Entropie verbunden. Mit anderen Worten geht der Kautschuk 
bei der Deformation aus einem wahrscheinlichen in einen weniger wahrschein~ 
lichen Zustand iiber. Infolgedessen ist die Deformation reversibel. In diesem 
Sinne ahnelt die Elastizitat des Kautschuks der eines idealen Gases. Ma 
darf dieser Analogie jedoch nicht zuviel Gewicht beimessen, denn der 
kautschukartige Zustand hat sehr wenig mit dem gasformigen, sehr viel meh 
dagegen mit dem fliissigen und mit dem festen Zustand gemein. 
Die moderne Physik der Polymeren ist ein ausgedehntes Wissensgebiet, daa 
Beriihrungspunkte mit den verschiedensten Zweigen der physikalischery 
Wissenschaft aufweist. VerhaltnismaBig einfach ist die theoretische Behand 
lung der Eigenschaften isolierter Molekiile von Polymeren, mit denen wir es) 
in verdiinnten Lésungen zu tun haben. Die Konfiguration eines Kettenj 
molekiils, die standigen Schwankungen unterliegt, 1aBt sich mit Hilfe dex 
statistischen Physik untersuchen. Die Ergebnisse der theoretischen Analyse 
lassen sich mit den Ergebnissen einer experimentellen, Untersuchung dex 
Struktur isolierter polymerer Molekiile in Lésungen vergleichen; soleha 
experimentelle Angaben gewinnt man mit Hilfe der Lichtstreuung, deq 
dynamischen Doppelbrechung, der Diffusion usw. Auch eine Gegenitibeny 
stellung mit den Ergebnissen einer Untersuchung der Thermodynamik vor} 
Lésungen der Polymeren ist fruchtbar. Trotz der Eigentiimlichkeiten de@ 
entsprechenden statistischen Probleme ist die Untersuchung der isoliertes 
Ketten noch am einfachsten; unverhiltnismaBig schwieriger ist die Theoris 
einer Gesamtheit polymerer Molekiile im festen oder fliissigen Zustanc; 
Dabei ist eben dieser Teil der Theorie bedeutungsvoll fiir die Praxis, 
die es nicht mit isolierten Kettenmolekiilen, sondern mit makroskopische 
Kérpern zu tun hat. Hierbei stoBen wir auf eine ,,doppelte Statistik‘: jedi 
polymere Kette bildet eine Gesamtheit der einzelnen Elemente, die sizi 
zusammensetzen, und gleichzeitig ein Element der makroskopischen Ger 
samtheit ineinander verflochtener Ketten, die das Stiick polymeren Materials) 
zusammensetzen. ! 


der Polymeren ist auch eine Erforschung des zeitlichen Verlaufs von Spar: 
nungen und Deformationen von groBer Bedeutung. Wir wiesen bereits aul| 
die besondere Wichtigkeit des Zeitfaktors in der Physik der Polymeren hii} 
Nicht nur die statistische Thermodynamik, sondern auch die statistischi 
Kinetik der Kettenmolekiile ist also ein aktuelles Gebiet der Physik. 

Die statistische Physik der linearen Polymeren hat zur Grundlage die Erge 
nisse der statistischen Theorie der realen Gase und Fliissigkeiten, sowie di 
Ergebnisse der Theorie der Diffusionsvorginge. . 
Dieser Artikel bildet den ersten Teil einer Ubersicht, in dem die statistisch#) 
Theorie des isolierten linearen Kettenmolekiils behandelt wird. Der zweite Te’ 
dieser Ubersicht wird der statistischen Theorie der mechanischen Eigenschafted| 
der makroskopischen polymeren Kérper und schlieBlich der dritte Teil einiged} 
kinetischen Problemen gewidmet sein. Die moderne statistische Physik ddl} 
Polymeren beschrankt sich bei weitem nicht auf die Probleme, die in dieser Ubef 
sicht behandelt werden. Niheres iiber die Fragen, die hier nicht beriihrt werdell| 
k6nnen, findet man in der vorhandenen monographischen Literatur (3 bis 9). |) 
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2. Die Verteilungsfunktion der Abstiinde zwischen den Enden der Kette 


n diesem Teil betrachten wir die Eigenschaften eines isolierten polymeren 
olekiils. Auf solche isolierten Molekiile stoBen wir in stark verdiinnten 
Osungen von Polymeren in Lésungsmitteln, deren Molekiile mit denen des 
olymers sich nur in schwacher Wechselwirkung befinden. Wir sehen in 
nserer Betrachtung also von der intermolekularen Wechselwirkung ab. 
uBerdem beschrinken wir uns auf die Betrachtung von unverzweigten 
etten linearer Polymere. 

ie Untersuchung der verzweigten Polymeren ist ebenfalls von grofer wissen- 
haftlicher und praktischer Bedeutung, jedoch erfordern die theoretischen 
orstellungen iiber den Kinflu8 der Verzweigtheit auf Abmessungen und 
Eigenschaften der polymeren Molekiile 
eine gesonderte eingehende Betrachtung, 
die tiber den Rahmen dieses Artikels 
hinausgeht. 


Abb. 1: Kette eines linearen Polymers. Abb. 2: Zerlegung einer polymeren Kette in 
statistische Elemente. 


Ein Molekiil eines Polymers besteht aus einer sehr groBen Anzahl von Glie- 
dern und enthalt stets viele einzelne Valenzbindungen in der Kette. So sind 
ispielsweise im Polyathylen saimtliche Bindungen Einzelbindungen, im 
olyisopren drei Viertel aller Bindungen (siehe oben Seite 598), Bekanntlich 
ist um Einzelbindungen eine innere Drehung méglich, die nur in gewissem 
aBe durch die Wechselwirkung der Atome, die nicht durch Valenzkrafte 
fe vanden sind, gehemmt wird (10). Das Vorhandensein dieser inneren 
‘Freiheitsgrade bestimmt die Biegsamkeit der polymeren Kette, also ihre 
(Fihigkeit, sehr viele verschiedene, aber energetisch ungefahr gleichwertige 
‘Konfigurationen zu bilden. 

Wir betrachten eine Kette, die aus einer Menge von Gliedern besteht, welche 
‘eine gewisse Drehungsfreiheit gegeneinander besitzen. Offenbar nimmt der 
(Grad der Korrelation zwischen den Richtungen dieser Glieder mit wach- 
isendem Abstand zwischen ihnen schnell ab; der Abstand werde lings der 
‘Kette gerechnet (Abb. 1). Halt man den Valenzwinkel zwischen zwei benach- 
‘barten Gliedern fest, so kann das dritte Glied simtliche Lagen auf dem in 
‘Abb. 1 dargestellten Kegelmantel einnehmen; gehen wir noch drei oder vier 
'Glieder weiter, so verschwindet jede Korrelation mit der Richtung des ersten 
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Gliedes. Verbindet man also die Atome geniigend weit voneinander entfernter; 
Glieder durch gerade Linien, so sind die Richtungen dieser Geradenstiicke; 
praktisch unabhingig voneinander (Abb. 2). Hierdurch wird es méglich, die} 
Betrachtung einer realen polymeren Kette durch die Untersuchung de: 
Eigenschaften eines einfacheren Modells zu ersetzen, das aus solchen freit 
aneinandergeketteten statistischen Elementen besteht (11). 
Offenbar ist die Zerlegung der realen Kette in statistische Elemente bis zuj 
einem gewissen Grade willkiirlich, obwohl die Mindestzahl der Glieder dieser 
Elemente durch konkreve Eigenschaften des Molekiils gegeben wird, namlich| 
durch die GréBe des Valenzwinkels und den Grad der Hemmung der innere nd 
Drehung. Die willkirlich vorgegebenen Laingeni 
und die Anzahl der statistischen Elemente gehen 
jedoch in die Endergebnisse der Rechnung nicht 
ein (siehe Abb. 4). 
Eine frei zusammengeheftete Kette aus Z-Elemen-~ 
ten der Linge b (Z> 1), kann infolge von Schwan 
kungen sehr viele gleichwahrscheinliche Konfi- 
gurationen einnehmen. Jede dieser Konfigura-! 
tionen laBt sich durch den Wert eines geometrischem| 
Parameters kennzeichnen, der sich auf die Kette 
als Ganzes bezieht. ZweckmaBigerweise wahlt mar| 
als diesen Parameter die Entfernung vom Anfang 
bis zum Ende der Kette, die ,, Linge“ h der Kettee 
Verschiedenen Werten von A entsprechen veri 
schiedene Anzahlen gleichwahrscheinlicher Kone 
figurationen. Die Wahrscheinlichkeiten fir di« 
Abb. 3: Projektion eines statisti- ~~ verschiedenen Werte vonh sind also verschiedeng 
iy a ae Wig bestimmen diestatistische Verteilungsfunktio 19 
fiir die Werte von h (11, 12), wobei wir die Tat: 
sache vernachlassigen, daB sich zwei der statistischen Elemente nicht im 
gleichen Raumgebiet befinden kénnen. . 
Wir beginnen mit der Betrachtung des eindimensionalen Falles und folges) 
dabei KUHN. Wir projizieren jedes statistische Element auf die z-Achsei; 
Wegen der Gleichwahrscheinlichkeit aller Orientierungen des statistischen' 
Elements’) betragt die mittlere quadratische Linge seiner Projektion (sieh}} 
Abb. 3): 


- 42 nan 2x b2 
b3 == ae cos? o sin 0 dd dq = 3 (2,1 
0 0 . 


Bewegen wir uns um ein Element lings der Kette weiter, so machen wi | 
folglich auf der z-Achse im Mittel einen Schritt von der Linge t IV3 in poss 
tiver oder negativer Richtung. Offenbar sind im Mittel die Anzahlen det 
positiven und der negativen Schritte gleich, so daB der Mittelwert det! 
Projektion der ,,Lange‘‘ der Kette auf die z-Achse gleich Null ist. Wir be 


it 


rechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei insgesamt Z Schritten entlani# 


1) Vgl. hierzu Abschnitt 3. 
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der Kette nur genau a@ Schritte in positiver Richtung lings der z-Achse 
resultieren. Hierzu mu8 die Anzahl der positiven Schritte 


Z a 


A Ex! 
4 2 +3 


sein. Die Anzahl der negativen Schritte muB gleichzeitig 


Z a 
eran 
sein, so daB Tae 


Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Anzahl der positiven Schritte genau Z,, 
die der negativen genau Z-_ ist, betrigt: 


Z! 1\2 
Wz,2_ = ZAZA (5) . (2,2) 


Setzen wir in (2,2) unsere Werte fiir Z, und Z_ ein und benutzen die STIR- 
LinGsche Formel, so finden wir (fiir groBe Z) : 


GB G=OOmRUG ; (2,3) 
2 


Haben wir a iiberschiissige positive Schritte gemacht, so betragt die Pro- 
jektion der ,,Lange“‘ der Kette 


ba 
hie 
4 V3 
Somit ist 3n2 
W(h,) =conste 77”. (2,3a) 


Die Konstante 148t sich aus der Normierungsbedingung bestimmen: 


| m,4%.— 1 
Wir erhalten A 3h? 
f 3 ae ataps 
Wy, dhe= Ce) é “ze dh,. (2,4) 


: Ahnliche Ausdriicke lassen sich auch fiir die beiden anderen unabhingigen 
Koordinatenrichtungen bestimmen. Der endgiiltige Ausdruck fiir die Ver- 
, teilungsfunktion im dreidimensionalen Fall hat die Form 


! Wrst hz The Thy dh, = Wr, Wr, Wa, dh, dhy dh, 


3/5 fae ale Wh +h; 
: = (7a) oe AUAPy go et 4 Nakada (4) 
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Wir haben fiir die Werte h,, hy, h, die GAusssche Verteilungsfunktion er- . 
halten, die fiir die Totdiuverteilung aller GréBen kennzeichnend ist. Man 
sieht leicht, daB das behandelte einfache Problem véllig analog dem Problem 
des mittleren Weges ist, den ein frei diffundierendes Teilchen durchmiBt (13), 
Die Ubereinstimmung wird vollstindig, wenn wir die Anzahl der Elemente Z 
dem Zeitfaktor in der Diffusionsgleichung und die Linge des statistischen | 
Elements b der Gré8e V6 D zuordnen, wobei D der Diffusionskoeffizient des § 
Teilchens ist. 
Aus (2,5) folgt als Verteilungsfunktion der Absolutwerte der ,,Langen“ der 
Kette ae 


30 Yh 278 | 
2 = 2dh. 2,6 
Wh) h? dh (saa) 4m hd ( | 


Hieraus ergibt sich der wahrscheinlichste Wert von h? zu 


2 


he 3 20°. (2,6a) ) 
Wie man leicht sieht, ist : 
2 ay . | 
‘ : 
ne i? = Zb*. (2,8) 


Die mittlere ,,Linge‘‘ der Kette hat also die Gré8enordnung 6 VZ, wahrend2 
ihre Maximallange bZ ist, d. h. infolge der Schwankungen ist die Kette stark 
verknauelt (wir erinnern daran, daB Z > 1 ist). ' 
Wir kommen also zu dem SchluB, da8 bei hinreichend hohem Polymers 
grad das Molekiil des Polymers in der Lésung keinen starren Stab bildet (wie: 
STAUDINGER urspriinglich annahm), sondern einen statistisch geknaueltem 
Klumpen, dessen mittlere lineare Abmessungen um den Faktor VZ kleiner’ 
sind als seine Maximallainge. Jede langgestreckte Konfiguration der Kette isty 
an und fiir sich durchaus nicht unwahrscheinlicher als eine oes 


geknauelte Konfiguration. Der Zustand maximaler Ausdehnung (Ah = bZ}t) 
kann aber nur auf eine einzige Weise verwirklicht werden, stark verknauelt 
Zustande, bei denen h < bZ ist, dagegen auf sehr viele Arten. Es ist alsa 
klar, daB diese Zustiinde sehr viel wahrscheinlicher sind, und daB die Kette 
sich die meiste Zeit in ihnen aufhalten wird. Die experimentellen Daten, did} 
man bei der Untersuchung von polymeren Molekiilen in Lésung erhielt |, 
bestatigen diese SchluBfolgerung aus der Theorie (vergleiche die Abschnitte!! 
4 und 7). 
Die Formeln (2,4) bis (2,8) gelten nur fiir hinreichend lange Ketten (groBe Z))|| 
da wir bei ihrer Herleitung die STIRLINGsche Formel benutzt haben. Dd} 
wir auBerdem die STIRLINGsche Formel nicht nur fiir die GréBen Z! una} 


Z Z 
(5 ef 5) sondern auch auf (5 — 5) angewandt haben, gilt die gewonnen#/ 


GaAussverteilung der ,,Langen“ der Ketten nur, wenn auBer Z > 1 auc tt 
Z>a ist. Die letzte Bedingung bedeutet, daB der Abstand zwischen dew 
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Enden der Kette bedeutend kleiner sein muB8 als ihre Maximallinge, bei 
der Z = a ist. 

Die Gaussverteilung gilt also nur fiir hinreichend lange und hinreichend 
stark zusammengekniuelte Ketten. 

In der Tat gibt beispielsweise die Formel (2,6) eine endliche (wenn auch sehr 
kleine) Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A > Zb ist, was selbstverstindlich 
sinnlos ist. 

Eine genauere Verteilungsfunktion leiteten KUHN und GRUN ab (14). KUHN 
und GRUN berechneten die Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Ver- 
teilungen der Orientierungen der statistischen Elemente in der Kette bei 
vorgegebenem Abstand zwischen deren Enden. Diese Wahrscheinlichkeit 


rect @ o.-A Ay 
W=Z! 7] z 


f po (2,9) 


| wobei n, die Anzahl der statistischen Elemente ist, die mit dem Vektor, der 
| die Enden der Kette verbindet, Winkel zwischen #, und 3, + 4%; bilden. 
| Die Zahlen », miissen folgenden beiden trivialen Bedingungen geniigen: 


Sn =Z (2,10) 
E 
und > mcos 0-6 =h. (2,11) 
k 


So 


Die wahrscheinlichsten Werte fiir die n, miissen den Ausdruck (2,9) unter 
Beachtung der Zusatzbedingungen (2,10) und (2,11) zum Maximum machen. 
‘Unter Anwendung der tblichen Lésungsmethoden fiir Extremalprobleme 
/mit Bedingungsgleichungen und unter Ersetzung der Maximumsbedingung 
fiir den Ausdruck (2,9) durch die Maximumsbedingung fiir seinen Logarith- 
mus erhalten wir: alnW 


On 


+a-+fcos ®} = 0, (2,12) 
wobei a und 8 LAGRANGEsche Multiplikatoren sind. 


_ Aus (2,9) erhalten wir bei Benutzung der STIRLINGschen Formel 
0 In W (= O,: A *) 
= In | Peat weet 


On, 


J 


sews In Ny - (2,13) 


Setzen wir (2,13) in (2,12) ein, so finden wir die wahrscheinlichsten Werte 


fiir die m zu l 
; Ney = Ss et. eh cos o, . sin DO, -A Oy. (2,14) 


Die GréBen a und f lassen sich aus den Bedingungen (2,10) und (2,11) be- 
stimmen, indem man (2,14) in diese einsetzt und von der Summation zur 
| Integration iibergeht: 


(2,15) 
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dabei ist L-1 das Reziproke der LANGEVINfunktion: 


] 
L(x) = Ctg oS oa 
Es ist also 
dng = - B 
Cin B 


Wir wenden uns nun wieder der Bestimmung einer genaueren Form fir di : 
Funktion W(h) zu und bemerken dazu, da die Wahrscheinlichkeit fiir einen) 
gegebenen Abstand A zwischen den Enden offenbar proportional der Wahr- 
scheinlichkeit fiir die wahrscheinlichste Verteilung der mn, ist, die diese 
Abstand entspricht. Aus (2,12) folgt 


In W = —an— Boos #. (2,16) 


ef cos, 2 sin 0d#@. (2,14a)\i 


Mit Hilfe von (2;14a) kann man leicht zeigen, daB 
cos # = L(p) = ae (2,17) 
Setzen wir (2,15) und (2,17) in (2,16) ein, so erhalten wir 
In W(h) = const — Z | In ae + = B (2,188 
GinB  Zb' ie 
Durch Differentiation dieses Ausdrucks nach h iiberzeugt man sich leicht, dali 
dinW(h) _—s B 
1 ama ne 
Es ist also h 
1 | 
In W(h) = — ; |e dh. (2,18 a. 
3 
Aus (2,18) bzw. (2,18a) erhalten wir (15) 
lk ate 
W(h) hk? dh =B (=F") e * htdh, 


B 
h 
—; | Bah 
W(h)h?dh=Be 5 h®dh. 
Unter Benutzung der Reihenentwicklung fiir 


h h .O/h\ 20774 | 
= [-1 ee ene Sf ee - a f ) 
(; ) Zb* 5 (75) * 175 (zs) Ee (2,209 


erhalten wir aus (2,19) 


—2 ze [rolz0) +350 (ze) + | hedh. (2,20 


Hieraus geht hervor, daB die Formeln (2,19) in (2,6) ibergehen, wenn h < Z)) 
ist. 1 
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Bei h = Zb geht 8 gegen Unendlich und W(h) wegen der Formeln (2,19) 
gegen Null. Bei h > Zb verliert B und damit auch W(h) seinen Sinn. Die 
Formeln (2,19) geben also das Verhalten der Kette nicht nur fiir sehr kleine, 
sondern auch fiir sehr groBe A richtig wieder. 

TRELOAR (16, 8) schlieBlich leitete die genaue Verteilungsfunktion fir die 
Lange“ einer Kette aus frei zusammengehefteten Elementen ab. Seine 
Formel wurde ohne jede Niherung gewonnen und gilt deshalb fiir Ketten 
mit beliebigen Gliederzahlen von Z = 1 an und fiir beliebige Werte von h. 
Sie hat die Form ; 


W(h) h? dh aha 1 Gib GE A os BN ay 
es = rage 2 
(*) 2h Ga! & —Y eam (™ 3) oh 
mit 
m= is (1 2 2,22 
Peay ae 
die obere Summationsgrenze k wird dabei definiert durch die Bedingung 
kemZ<k+1. (2,22 b) 


w [Same] 


CHEPOZ? 146 LOS miQe sng 


0 Q2 04 06 Qe 10 


Abb. 4: Verteilungsfunktionen fiir die Abstinde zwischen den Enden der Kette bei 7 = 6, 25 und 100. 
Kurven a: GAUSSsche Niherung (2,6), Kurven b: LANGEVINsche Niherung (2,19), Kurven c: 
genaue Formel (2,22). 


W 
In Abb. 4 sind die Diagramme der Abhiangigkeit der GréBe In te 


2 
(F:) fiir die Faille Z = 6, 25 und 100 aus der Arbeit (8) wiedergegeben. Die 


Kurven a entsprechen der Formel (2,6) (GAusssche Naherung), die Kurven } 
den Formeln (2,19) (LANGEVINsche Niherung) und die Kurvenc der genauen 
Formel (2,22). In der Abbildung sieht man deutlich, dafS die Formel (2,6) 
nur fiir h < Zb giiltig ist. Dagegen geben die Formeln (2,19) schon fir 
Ketten aus einigen Dutzend statistischen Elementen eine hinreichend gute 
Naherung im ganzen Intervall der Werte von h. 

Das Problem der Verteilungsfunktion fiir eine Kette aus frei zusammen- 
gehefteten statistischen Elementen ist also gegenwartig in der Literatur 
41° 


von 


608 M. W. WoLKENSTEIN und O. B. Prizyn 


hinreichend vollstindig behandelt. In realen polymeren Molekiilen gibt es aber 
bekanntlich keine freie Verkniipfung. Die Orientierung jedes k-ten Gliedes — 
der Kette wird in dem Koordinatensystem, das mit dem vorhergehenden 
(k —1)-ten Glied verbunden ist, durch zwei Winkel gekennzeichnet: durch | 
den festen Valenzwinkel a und den Drehungswinkel gy, dessen verschiedene 
Werte verschiedene Wahrscheinlichkeiten in Abhangigkeit vom Hemmungs- | 
potential U(y) haben. Besteht das Molekiil aus gleichartigen Gliedern, d.h. | 
hangen a und U(g) nicht von der Nummer k ab, so ist die Verteilung der — 
Orientierungen jedes Gliedes gegeniiber dem vorhergehenden Glied fiir simt- _ 
liche Glieder identisch. Bezogen auf ein Koordinatensystem, das mit dem _ 
polymeren Molekiil als Ganzes verbunden ist, hat aber jedes Glied seine be- 
sondere Orientierungsverteilung, die von der Orientierungsverteilung des vor- _ 
hergehenden Gliedes abhangt. Es handelt sich hier um ein typisches An- 
wendungsgebiet der Kettenmethode von A. A. MARKOW (17, 18, 13), mit 
deren Hilfe man die Verteilungsfunktion fiir eine resultierende GréBe be- 
stimmen kann, wenn die Verteilungsfunktionen fiir ihre Summanden bekannt 
sind, 

In Anwendung auf unser Problem liefert die Methode von A. A. MAR- 
KOw (13): 


+co 
1 ig 
WOO) = gaz | RAY CQ) Ao, (2,23) 
mit a 
N +00 ~~ 
Av(o) = [If tele) ef @) dy. (2,28a) 
k=1 —oo 


Hierbei ist t;(I,) die Orientierungsverteilung des Gliedes |, in dem mit der 
polymeren Kette als Ganzes verbundenen Koordinatensystem; N ist die 
Anzahl der Glieder in der Kette. 

Sind die Richtungen {, auf zufallige Weise verteilt, d. h. sind simtliche © 
Funktionen 1 kugelsymmetrisch (frei zusammengeheftete Kette), so erhalt — 
man aus (2,23) und (2,23a) leicht (13): 


oo 


1 ; N sin ol 
W (6) = saa snem{ IT ert o de, (2,24) 
0 


=1 ok 
mit 
-h=|h|, @= lo|, 4 =|] [vergleiche (19)]. 


Sind auBerdem simtliche l, einander gleich und ist N $1, so geht (2,24) in 
(2,5) tiber, (wobei Z durch N und 6 durch J zu ersetzen ist, denn in diesem 
Fall betrachteten wir jedes einzelne Glied der Kette als statistisches 
Element). 

Hatte keine der Funktionen 1; ({,) Kugelsymmetrie, waren sie aber alle 
einander gleich, so giibe es in der Kette eine Vorzugsrichtung fiir die Orien- 
tierung der Vektoren I,, die fiir alle Glieder dieselbe ist. Die aus (2,23) und 
(2,23a) gewonnene Funktion W() wiirde dann einer zufalligen Verteilung | 
um eine bestimmte systematische Anordnung entsprechen. Wenn das oben | 
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dargelegte Problem, das auf die Funktion (2,5) fiihrte, dem Problem eines 
frei diffundierenden Teilchens analog war, haben wir es hier mit einem Ana- 
logon zur Diffusion eines Teilchens im &uBeren Feld zu tun. Dabei ist 


h? = ¢,N + c,N? (c,, c, = const). (2,25) 


In dem uns interessierenden realen Fall der Ketten mit festen Valenzwinkeln 
und gehemmter innerer Drehung sind die Funktionen 7%;/(I,) ohne Kugel- 
symmetrie und dazu noch untereinander verschieden. Deshalb hat zwar 
jedes Glied seine Vorzugsrichtung fiir die Orientierung gegeniiber seinen 
Nachbarn, im Ganzen hat aber die Kette fiir hinreichend groBe N keine 
Vorzugsrichtung mehr, und die Verteilung W(h) muB im Gegensatz zum Fall 
tibereinstimmender Funktionen 1,(I,) Zufallscharakter tragen. Zweifellos 
ware die Bestimmung der Funktion W() fiir verschiedene nichtkugel- 
symmetrische 7;(I,) von groBem grundsiatzlichen Interesse; dieses Problem 
ist aber aiuBerst verwickelt. Die verschiedenen Versuche, die eine Reihe von 
Forschern in dieser Richtung unternahmen [siehe z. B. (20)], waren erfolglos. 
Jedoch zeigen die angefiihrten einfachen Uberlegungen, da8 im Grenzfall 
N — o die Funktion W() in die Gaussfunktion iibergeht, falls die Korre- 
lation zwischen den Orientierungen der Glieder mit wachsendem Abstand 
langs der Kette hinreichend schnell abnimmt (21, 22). 

Unter diesem Gesichtspunkt haben auch die Ergebnisse von TRELOAR (23,8) 
Bedeutung. er behandelte die Verteilungsfunktion der ,,Langen‘‘ von Ketten 
aus kleinen frei zusammengehefteten Abschnitten, die wenige Glieder ent- 
halten. Bei der Berechnung der Verteilungsfunktion fiir die ,,Langen‘‘ jedes 
Abschnittes wurde das Vorhandensein fester Valenzwinkel beriicksichtigt, 
wiahrend die Drehung um die Einzelbindungen als frei angesehen wurde. Die 
fiir dieses Modell durchgefiihrten Rechnungen (fiir Polyathylen und Poly- 
isopren) standen in guter Ubereinstimmung mit den Ergebnissen, die man fiir 
frei zusammengeheftete Ketten mit besonders vorgegebenen Anzahlen 
statistischer Elemente erhalt. Hieraus geht hervor, daB die allgemeine Form 
der Funktion W(§) nicht davon abhangt, ob wir die Kette in statistische 
Elemente von fester oder variabler Lange zerlegen. Natiirlich ist in Wirklich- 
keit die Lange der statistischen Elemente variabel, und unter der GréBe 6 
ist ihr Mittelwert zu verstehen. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daB wir mit einem gewissen Recht die 
Ergebnisse, die fiir das Modell der frei zusammengehefteten Kette abgeleitet 
wurden, d. h. die GAUSS- und die LANGEviINfunktion, bei der Beschreibung 
der Eigenschaften realer polymerer Ketten verwenden kénnen. Hierzu muB 
allerdings noch eine wesentliche Bemerkung gemacht werden. 

Alle vorstehenden Uberlegungen waren von rein geometrischem Charakter, 
wahrend die realen polymeren Molekiile keine geometrischen, sondern 


' physikalische Gebilde sind. Die Glieder dieser Molekiile nehmen ein be- 


stimmtes Volumen ein und stehen in bestimmter Weise miteinander in 


- Wechselwirkung, und zwar ziehen sie sich bei groBen Abstiinden an und 
- stoBen sich bei kleinen ab. Eine besonders wesentliche Rolle muB die Ab- 
' stoBung der Glieder bei kleinen Abstinden spielen, die zur Folge hat, da®B 


zwei Glieder sich nicht gleichzeitig im gleichen Volumenelement befinden 
kénnen. Dieser Effekt, dem der Abschnitt 6 gewidmet ist, zwingt uns, simt- 
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liche Konfigurationen von der Betrachtung auszuschlieBen, bei denen eine 
solche ,,Selbstiiberdeckung“ der Kette vorliegt. Natiirlich kann eine Beriick- 
sichtigung der oben angedeuteten Korrekturen, d.h. ein Ubergang vom 
geometrischen Modell zur realen polymeren Kette, unsere Ergebnisse hin- 
sichtlich der Funktion W() ganz wesentlich beeinflussen. 


3, Form und Abmessungen der frei zusammengehefteten Ketten 


Um Niheres iiber die Geometrie der frei zusammengehefteten, fluktuierenden | 
Ketten zu erfahren (ihre mittleren Durchmesser, ihre Trigheitsradien, den | 
Abstand zwischen verschiedenen Atompaaren usw.), ist es niitzlich, folgendes_ | 
Hilfsproblem zu lésen. Wir betrachten drei Atome der Kette mit den Num- 
mern t <k <1 und bestimmen die Wahrscheinlichkeit dafir, daB sich das k-te 
Atom in einem gegebenen Volumenelement befindet, wobei die Lagen des 7-ten 
und des I-ten Atoms festgehalten werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dab 
das Atom kim Punkt (2, y, z) liegt, wenn das Atom Jim Punkt (2’, y’, 2’) und 
das Atom i im Punkt (x”, y’, 2’) liegen, ist gleich der Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB eine Kette aus k — 7 Gliedern, die im Punkt (2’’, y’’, 2’) beginnt, 
im Punkt (2, y, z) endet: 


3 ls 3 Re 
W, = (saa SP TREE a appeTn 
) 


[vergleiche (2,5)], multipliziert mit der Wabrscheinlichkeit dafiir, daB eine © 
Kette aus 1 — k& Gliedern, die im Punkt (2’, y’, 2’) anfangt, ebenfalls im — 
Punkt (2, y, z) endet: 


W = (sy pE hp 3 a 
= (Fa—He) op |— aqanele—*) 
+= yet =z. | 


Multiplizieren wir die Ausdriicke W, und W, und normieren, so erhalten wir | 


; , , 7 Mr “7 3 ‘— ] “Ia 
Werle nei ea 2s2".y"2) = (pa) 
By lie: She 4) a’ (k —i) + 2” (lL— k)\? 
exp | Ene |(2— b—4 y+ 


AY ” lh p} , ry wr aed 
+(y yi (k—i) ty" Ul By (saa i) +2" (1 »Y]| an] 


ae 1—4 


(et =), 


Diesen Ausdruck benutzen wir zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir) | 
eine gegebene Lage des k-ten Atoms einer Kette mit festgehaltenen Enden. In} } 
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diesem Fall ist +-=0, 1 =Z, 2’ = y’ =z" =0 (wir legen den Anfangs- 
punkt der Kette in den Koordinatenursprung), xz’ = y’ = 0, z’ =h (die 
z-Achse liege lings der ,, Linge‘ der Kette). Dann haben wir 


32 "Is 

W, (xx, Yk = h) ditt dye ida 7 (Seaoeeied 
-ex wie Ma ged i + 4 iy tu 
{ESET TURES | ok i a aD so 


Die Mittelwerte fiir die Koordinaten des k-ten Atoms sind in diesem Fall 


= ” kh 

y= Ye =0; %e= =z, (3,3) 

_ —- 1 Z—k 

ee ee rep A] 

Ma k 3 b Z k, 

-- bee 1 Z—k Ce 
SS yy ee Sy) 

Hi 
ieraus folgt SERA try Py h2 Zk 
k = Ty — VE + Zz = h? 7) + b? ey vas k. (3,5) 


Den letzten Ausdruck leiteten KATCHALSKY, KuNZLE und KuHN (24) ab. 
Man sieht leicht, daB, wenn h? gleich seinem Mittelwert Zb? ist, hy = kb? ist. 
Wir bestimmen jetzt den Wert k, der dem Maximum von hj entspricht. Es 
ergibt sich 12 Z2 

K(max) = (2 — he)’ (3,6) 
wobei k < Z ist. Ist h? > 1/, b?Z und insbesondere h? gleich seinem. Mittel- 
wert Zb?, so verliert der Ausdruck (3,6) seinen Sinn (entweder ist k negativ 
oder gréBer als Z). Das bedeutet, dab 


hh) (max) = ht = h?. (3,7) 


Ist h? << 1/,b®Z, so ist kymax) <Z; speziell fiirh?— 0 gilt k(max) > Z/2. Im Mittel 
ist also der Abstand zwischen Anfang und Ende der Kette gré8er als der 
Abstand zwischen einem beliebigen anderen Paar seiner Atome und hat 
somit in der Tat die Bedeutung einer Liinge der Kette. h verliert aber diese 
Bedeutung fiir Konfigurationen, bei denen es betrachtlich kleiner ist als sein 
Mittelwert. 

Zur Charakteristik der mittleren Durchmesser der fluktuierenden Kette 
bestimmen wir das mittlere Abstandsquadrat des k-ten Atoms von der z-Achse, 
_d.h. der Geraden, die Anfang und Ende der Kette verbindet. Nach (3,4) gilt 


SE ay ey ae 
n= +yb= Pk. (3,8) 


| 
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Die Verteilungsfunktion fiir die r, erhalten wir aus (3,2), indem wir zu . 
Zylinderkoordinaten iibergehen und iiber z und den Winkel integrieren: 


3ZrE 
3Z ~“2Ea—he 
W(t) ede = Fo ee notes (3.9) | 
ri nimmt seinen Maximalwert ! 
p= 5a (3,10) ) 


= 


bei k = Z/2 an. Die Verteilungsfunktion fiir den Abstand des mittelsten 
Atoms der Kette von der Z-Achse hat nach (3,9) (wobei in diesem Fall also )) 
k = Z/2 ist) die Form a | 
(i Zot 
Wir) rdr = Ze ° rdr, (3,11) ) 
r2 ist die mittlere quadratische ,,Breite‘‘ der verknauelten Kette. Bei dieser! 
Gelegenheit bemerken wir, daB in einer Arbeit von SADRON (28) fiir r* die« 
Formel ; 


1 
* = hija — 7 Mi 


(in unseren Bezeichnungen) angegeben wird. Man sieht leicht, daB diese 

Formel weder fiir die Mittelwerte noch fiir die quadratischen Mittel und fiir 
die wahrscheinlichsten Werte der in sie eingehenden GréBen zutrifit. 
Indem wir die ,,Lingen“‘ h und die ,,Breiten“‘ r festhalten, bestimmen wir’ 
jetzt die ,,Dicke“ der gekniiuelten Kette. Hierzu legen wir die y-Achse senk-: 
recht zur z-Achse durch das Atom mit der Nummer Z/2. Wir benutzen de 
Ausdruck (3,1), in dem jetzt (fir k << Z/2)i1 =0,i=2Z/2,2" =y" =2"=08 
x’ =0,y' =71,2’' beliebig ist, und erhalten durch Integration tiber y, z und 2 


zwischen — oo und + oo: 4 
3Z xy 


3Z ‘1 2 @—2he 
2 ak (z — 2k) b? 


Z ! 
(+ <3) | 


Um die Verteilungsfunktion fiir den Abstand vom k-ten Atom bis zur y-2-Ebene ¢, 


We (2x) = (3,12) 


den wir 0, = |x,| nennen, zu erhalten, miissen wir diesen Ausdruck mit Zwei! 
multiplizieren, da jedem Wertepaar + a, ein Wert 0, entspricht: | 
6Z sf cing cee 
W do. =(— »  2k(Z—2k) O lh 
(Ox) CQ, (= @— 2b ) e dup (3,123 
y) i 
(<5) 
Hieraus folgt 
—~ 1,,2—2k 
pees eV A 
e=>5 b Z k (3,135 


ee 


a—Xx——————— — —_ 
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0; nimmt seinen Maximalwert von 


= 1 
a = bE Zb? (3,14) 
bei k = Z/4 an. 
Die Verteilungsfunktion fiir 9 hat nach (3,12) (mit k = Z/4) die Form 
12 Q 
= 48 o\ls—F55 
We) de = (<n) @-"" do. (3,15) 


Analoge Formeln kann man auch fiir k = 3 Z/4 erhalten. 
Den gréBten Teil der oben abgeleiteten Ergebnisse erhielten KUHN (11) und 
HUGGINS (26) auf etwas andere Weise. 


Die GréBen Vie : yr : Ve , die wir als ,,Linge“, ,,Breite‘ und ,,Dicke“ des 
Kettenmolekiils definiert haben, verhalten sich also wie 1: 1//'6:1/, V6. Das 
Molekiil ist kein dreiachsiges Ellipsoid, 7 
sondern hat ,,Bohnenform“. In der Tat: 
halten wir in einem Molekiil mit festen 
Enden die Richtung fest (die y-Achse), 
in der sich das Atom mit der Nummer 
Z/2 befindet, so sehen wir, daB die Dichte 
der Elemente in dieser Richtung gréBer 
ist als in der senkrechten. Eine ahnliche 
Uberlegung gilt fiir das Atom mit der 
Nummer Z/4, das die x-Achse festlegt. 
Die Bedeutung unserer oben gewonnenen 
Ergebnisse besteht im folgenden. Beginnt 
irgendeine Kette im Koordinatenur- 
sprung, so muB sie im Laufe einer hin- 
reichend langen Zeit infolge der Schwan- 
kungen ihrer Konfiguration bei vorgege- 
benem Wert h eine Kugel mit dem Abb. 5: Die Konfiguration einer polymeren 
Radius h iiberstreichen. Folglich ist das Ske 

zeitliche Mittel der riumlichen Konfigura- 

tion der Kette eine Kugel. Betrachtet’man nun nur diejenigen Konfigurationen, 
bei denen die Kette, dieim Koordinatenursprung beginnt, an einem gegebenen 
Punkt der Oberflache dieser Kugel endet, so erfiillen diese Konfigurationen ein 
Rotationsellipsoid, dessen groBe Achse gleich A ist, und dessen kleine Achse bei 
gegebenem Wert von h verschiedene Werte r annehmen kann, entsprechend 
der Verteilungsfunktion (3,10). Hierbei liegt das Atom mit der Nummer Z/2 
in der Umgebung des gréBten Querschnitts des Ellipsoids. Beschrinkt man 
sich schlieBlich auf Konfigurationen, die einer bestimmten Lage des Atoms 
mit der Nummer Z/2 in dieser Umgebung entsprechen, so erfiillen sie eine 
bohnenférmige Figur. Die ,,Bohne“ ist also die Konfiguration der Kette in 
einem fest mit ihr verbundenen Koordinatensystem (dem molekular ruhenden 
Koordinatensystem). Die Abb. 5 illustriert das Gesagte. Offenbar widerspricht 
diese unsymmetrische Form des Molekiils der Kugelsymmetrie der Funktion 
(2,6) und der Zylindersymmetrie der Funktion (3,10) durchaus nicht. Es 
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handelt sich einfach um eine verschiedene Auswahl der statistischen Gesamt- _ 
heit. 
Die oben dargelegten Ergebnisse deuten darauf hin, da die Abmessungen 
_ der Kette in den drei Dimensionen (ihre ,,Lange”, , Breite‘’ und ,,Dicke“) | 
yoneinander unabhingig sind. Man kann also h, r und g als unabhangig ver- — 
anderliche Variable betrachten. Es ist jedoch klar, daB diese SchluBfolgerung — 
fiir die stark in die Lange gezogenen Ketten nicht richtig sein kann, denn bet 
h-»>Zb miissen r und 0 gegen Null gehen (simtliche oben durchgefiihrten — 
Rechnungen beziehen sich auf die GAUsSsche Naherung, d.h. auf den Fall — 
h<Zb). : 
In der Tat stiitzen sich alle unsere Rechnungen auf die Funktion (2,5), die 
wir durch Multiplikation von drei Funktionen vom Typ (2,4) erhielten. Diese | 
Multiplikation ist aber nur gerechtfertigt, solange wir annehmen konnen, daf 
die mittleren quadratischen Projektionen der Linge b des statistischen 
Elements auf drei zueinander senkrechte Richtungen einander gleich, namlich 
b2/3 sind [vergleiche (2,1)]. Zum Zwecke einer eingehenderen Behandlung 
dieses Problems miissen wir die Mittelwerte von D3 fiir eine Kette mit festem 
h berechnen. Unter Benutzung von (2,14a) erhalten wir leicht (27): 


Rh 
7: 


BS 


oder unter Beriicksichtigung von (2,20): 


Hieraus geht hervor, daB bei h < Zb 

bs = 67/3 
gilt und daB infolgedessen die Durchmesser der Kette in drei zueinander — 
senkrechten Richtungen nicht voneinander abhingen. 
Man muB jedoch darauf hinweisen, daB diese Unabhangigkeit nur deshalb © 
gilt, weil wir das endliche Volumen der Kettenglieder sowie die Wechsel- — 
wirkung der Glieder, die um einen groBen Abstand lings der Kette von- — 
einander entfernt sind, nicht beriicksichtigen (vergleiche den SchluB des 1! 
Abschnitts 1 und den Abschnitt 6). 
In einer Anzahl von Fallen ist die bequemste — und unmittelbar experimen- | 
tell bestimmbare — (siehe Abschnitt 7) geometrische charakteristische GréBe } 
der Kette nicht die ,,Liinge‘‘ h, sondern das mittlere Quadrat des Tragheits- . 
radius #*. Zur Berechnung dieser Gréfe definieren wir die Lage des k-ten Atomis | 
der Kette zum Koordinatenursprung durch den Vektor fo, (2on, Yous 204) | 
und die Lage des Schwerpunkts der Kette durch den Vektor Doe (Zoe. Yous Zook } 
Das mittlere Quadrat des Trigheitsradius einer Kette aus gleichartigen | 
Atomen wird dann gegeben durch den Ausdruck 


Fete Dy Sh (3,16) | 
mit | 
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Z 
= hee — Z £ (Box, 902) Doi) os a z, > (Bois Hos) Noi)- 


h=, berechnet sich mit Hilfe der Formel (2,6) miihelos zu 
Az. = kb*, 


ur Berechnung der skalaren Produkte mu8 man die Wahrscheinlichkeit fiir 
as gleichzeitige Vorhandensein des i-ten und des k-ten Atoms in den Volumen- 
lementen, die durch die Vektoren hy; und 9, beschrieben werden, kennen. 
Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich dem Produkt einer Funktion vom Typ 
(2,6) mit einer Funktion vom Typ (3,1). Man erhilt also leicht 


ee et + k2h2 
(Box; Soc) = 6? -— = 
2Z 
und 
ie, = — Zd?, 
also ' 
” af It Ak k 
8% =Zb 15 -Z('- 3) (3,17) 
‘und 
| R= 5 2b. (3,18) 
: 


‘Die Formeln (3,15) und (3,16) wurden von DEBYE ohne Herleitung ver- 
‘offentlicht (28). Eine von der unseren etwas verschiedene Ableitung der 
Forme! (3,18) gaben ZIMM und STOCKMAYER (29) (siehe auch 30 und 120). 
Wir stellen jetzt den Zusammenhang zwischen dem mittleren Quadrat des 
‘Tragheitsradius der Kette und ihrer ,,Linge“‘, ,,Breite“ und ,,Dicke“ fest. 
Zu diesem Zweck haben wir Rechnungen durchzufiihren, ganz ahnlich den 
beschriebenen, aber an Stelle der Funktion (2,6) miissen wir den Ausdruck 
fiir die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Lage des betrachteten Atoms 
in einer Kette bei festen Werten von h, 1, 02/4, 03z;4 benutzen. 

Diesen Ausdruck erhalt man leicht aus (3,1). Das Ergebnis hat folgende 
Form: as 1 


2 =e 2 2 2 
Ri,r,ez/40032/4 ee 5 Zb + 75 5 hh Sis a 


3 
ee (03);4 + 032/4) — [6 02/4 93214: (3,19) 


Das Vorhandensein eines von h, 7, 9 unabhangigen Gliedes in dieser Formel 
deutet darauf hin, daB sie bei kleinen Werten dieser Parameter nicht mehr 
zur Charakterisierung der Abmessungen der Kette geeignet ist. 
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Ist in der Kette nur der Wert von h festgelegt und sind r und g gleich ihren : 
Mittelwerten, also | 


ee ae ewe, —— 
= — 2b, ob = 0bz4 = 3g 70) Oza = 0324 = 0, 


so erhalten wir aus (3,19) | 


He Zb? + = h?. (3,20)) 


Diese Formel wird uns im folgenden gute Dienste tun (siehe § 6). * 
Um genauere Vorstellungen dariiber zu gewinnen, inwieweit die GroBen h?, 7? 
und o? die mittleren Abmessungen der Kette gut charakterisieren, ist es} 
zweckmaBig, die Maximalwerte dieser mittleren Abmessungen des Mole-> 
kils mit seinen mittleren maximalen Abmessungen zu vergleichen. 
Die Formeln (3,5), (3,8) und (3,18) zeigen, daB hj, 7~ und oj bei k = Z, Z/2! 
bzw. Z/4 maximal sind. hz, 13/2 und 03,4 stellen also die maximalem 
mittleren Abmessungen der! 
Kette in drei zueinander senk~ 
rechten Richtungen dar. Anders’ 
liegen die Dinge mit den mitt- 
leren maximalen Abmiessun-. 
gen des Molekiils; in diesem Fall 
werden nicht die Abstinde zwi- 
schen irgendwelchen festen Punk- 
ten in der Kette gemittelt, sondern 
die Abstiinde zwischen denjenigem 
Punkten (die dauernd wechseln).’ 
die im betreffenden Zeitpunkt von- 
einander am _ weitesten entfernti’ 
sind. Natiirlich sind die so be= 
rechneten mittleren maximalen’ 
Abmessungen der Kette  stetsi! 
groBer als ihre maximalen mitt. 
leren Abmessungen (siehe Abb. 6). .. 
Das eben dargelegte Problenr) 
wurde von einer Anzahl von) 
Abb. 6: Au®ere Abmessungen einer polymeren Kette. Forschern behandelt (11—34) 
und zwar auf Grund einer Be 
rechnung der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Kette bestimmte Grenzer 
erreicht, aber nicht iiberschreitet. Diese Wahrscheinlichkeit laBt sich mihe-|: 
los in Analogie zum Problem der Diffusion von Teilchen in einem GefaL |) 
mit absorbierenden Wanden bestimmen. Wir wollen hier nicht auf did) 
Kinzelheiten der entsprechenden Rechnungen eingehen und geben nur ihre) 
Ergebnisse an. Die Linge der Kette, d.h. der mittlere Abstand zwischer . 
den beiden am weitesten voneinander entfernten Punkten ist (32): | 


if 


H = 1,4 720? =14 Vit =155h. (3,211), 
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Die mittleren maximalen Abmessungen der Kette sind also etwa anderthalb- 
mal so groB wie ihre maximalen mittleren Abmessungen. Der mittlere 
Abstand vom Anfangspunkt der Kette zu dem davon am weitesten ent- 
ernten Glied ist (33): 


L = 1,2 YZ0* = 1,2 Yh? = 1,35). (3,22) 

Die mittlere maximale Projektion der Kette auf eine vorgegebene Richtung 
st (32): “ ant 

¥ = 0,92 7Z0? = 0,92 Vi? =f. (3,23) 


Zum Vergleich berechnen wir aus (2,4): 


|x| = 0,46 7 Zb? = 0,46 h? =0,5h. 


uh ae 


Die mittleren maximalen Abmessungen des Klumpens sind (32): 


Es ist also 


@ =0,7 -VZb? = 0,7 - Vi? =0,8h. (3,24) 
‘Wir merken an, daB 


Q@=5H 


Sor mittlere Abstand von der Linie, die die Enden des Molekiils verbindet, 
‘nis zu dem davon am weitesten entfernten Glied betragt 


} 
S = 0,62 VZb? = 0,62 Ph? = 0,672. (3,25) 


Zum Vergleich berechnen wir aus (3,11) 


oS Lye a0 = 0,36 7Zb? = 0,36 Ph? = 0,392. 
Es ist also = a a = 
Gaul unde 8 =), 1, 

iese Ergebnisse zeigen, dab wir, wenn wir die Abmessungen der Kette mit 


Hilfe der GréBen h?, r? und o2 kennzeichnen, etwas zu niedrige Werte er- 
1alten, wobei aber die GréBenordnung richtig wiedergegeben wird. AuBerdem 
‘iefern uns, wie wir unten sehen werden (siehe Abschnitt 7), die Experimente 
‘nit Lésungen von Polymeren nicht die mittleren maximalen Abmessungen 


der Kette H, sondern die GréBen h? oder R?. 


4. Geometrie des Kettenmolekiils 


Die Ergebnisse, die wir in den vorhergehenden Abschnitten gewonnen haben, 
ezogen sich auf das Modell einer Kette, die aus Z frei zusammengehefteten 
‘Elementen der Lange 6 besteht. Um diese Ergebnisse auf reale Polymere 
) In der Arbeit (3) wird ein etwas anderer Wert angegeben: 


| = 1,14 VZ0? 
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anwenden zu kénnen, muB8 man sie mit den molekularen Konstanten in: 
Beziehung bringen. Wie schon oben erwihnt, sind die GréBen Z und b any 
und fiir sich in gewissem MaBe willkiirlich ; in alle Endformeln, die sich auf 
die Gausssche Kette beziehen, geht jedoch nur ihre Kombination Zb? ein, 
die, wie wir unten sehen werden, durch die molekularen Konstanten, die diel 
reale Kette charakterisieren, ausgedriickt werden kann, nimlich durch diel 


Nach der Gleichung (2,8) ist ee 
Ie = 2b. 


Um Zb2 durch die molekularen Konstanten ausdriicken zu kénnen, hat man 


h2 fiir die reale polymere Kette auf unabhangigem Wege zu bestimment 
Diese geometrische Aufgabe wurde fiir Ketten mit freier Drehung von 
EYRING gelost (35). In der Folge gaben S. J. BRESSLER und J. J. FRENKEL 
(36) und dann auch eine Anzahl auslandischer Gelehrter (22, 37—43) Formelil 
an, die auf verschiedene Falle gehemmter innerer Drehung anwendbar sind\ 
In allgemeiner Form wurde, dieses Problem vor kurzem von den Verfasserm 
dieses Artikels und T. M. BIRSTEIN behandelt (44—46)?). 

Wir betrachten eine reale Kette eines linearen Polymers, bestehend aus 2 
Gliedern von der Linge l. Jedem Glied ordnen wir einen Vektor 1; zu, wobel 
i = 1,2,.... N ist. Der Abstand zwischen den Enden der Kette wird gegebe 
durch den Vektor 


N 
h= Dh. (4,4 
t= i 
Folglich ist * { ae cot ee o 
W=PIN+2 FS DS i); (* 
| t=2 j=1 


wobei (3, j) der mittlere Cosinus des Winkels zwischen den Vektoren I; und + 


ist. Zur Berechnung von (i,j) ordnen wir jedem Vektor |;, I; ein recht) 
hindiges Koordinatensystem zu, dessen z-Achse in Richtung des Vektod) 
liegt (Abb. 7). Dann gilt, wenn A, die Matrix der Cosinus der Wink ! 
zwischen den Achsen des (k + 1)-ten und des k-ten Koordinatensystems isi 


@A)=) 01 Ary : (4,1 


1) Wie wir oben sahen, hangen die Formeln, die sich auf die LANGEVINsche Naherung he 
ziehen, nicht nur von Zb?, sondern auch von Z und 6 einzeln ab. 
Gewohnlich wiihlt man Z und 6 so, daf sowohl die mittlere quadratische als auch ¢ | 
maximale Linge der frei zusammengehefteten Kette mit den entsprechenden Abmessung?} 
der realen Kette iibereinstimmen. 

2) Entsprechende Ergebnisse erhielt unabhangig von uns der chinesische Forscher Al 
CH1n Tanc (120). 


Statistische Physik der linearen polymeren Ketten 619 


Unter der Annahme, daf die Drehungen der einzelnen Glieder voneinander 
unabhingig?) und daB alle Glieder identisch sind, erhalten wir 


i=l i—1 __ ae 
TT Ay = [] 42 =(A)4. (4,4) 
k=j k=j 
Zur Potenzierung der Matrix bringen wir oe 
sie auf die Diagonalform: on 
BAAB= A, (4,5) ae | ay 
wobei aye O°? 0 
Hei 0 A, 9 
020 A 


ist (A, sind die Eigenwerte der Matrix A). 
Offenbar ist 
(i,j) ={BA‘—iB-},, (4,6) 


und 
h® =22(N +2{BLB-1},.], (4,7) tes 
bei Abb. 7: ap silpnaed iss bei einer poly- 
f(a) 9 0 
L= 0 f(A.) 0 
0 0 f(Ag) 
Wr a4 
=~ 2 mm eae oh Beeet ee 
Bad fas) = at (aS a eee ome 
gilt. Bei N >1 nimmt die Formel (4,7) die Form an (45): 
h? = NE? [1 + 2 (AG)agl, (4,8) 
dabei ist 1 
sess 
1] _—, A 


= 
— 


. G.=B 0 


| 1—’A 
Ueki Ue peor p 


' Bilden die identischen Glieder miteinander die Valenzwinkel x — a und ist 
der Drehungswinkel um die k-te Bindung g, (Abb. 7), so 1aBt sich die Matrix A, 
_ folgendermafen schreiben: 


0 Bats (4,8 a) 
1 


— COS Gy-COSa@ — Sin oy COS Vy Sin a 
A, =| — sing; - cosa COS Py sin gx Sin @ }. (4,9) 
sin @ 0 cos @ 


1) Vergleiche hierzu den SchluB des Abschnittes 6. 
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Durch Mittelung erhalten wir 


—nceosa —e ynsina 
A=|—ecosa yn esina}, (4,10) | 
sin a 0 cosa 


wobei 7 und « die Mittelwerte des Cosinus bzw. des Sinus des Winkels der | 


inneren Drehung sind: te. Uw 


—n 


n = cos py = —"———.-__——_., € = sing. (4,11) 


U(¢) ist die potentielle Energie der inneren Drehung. 
Aus (4,8) folgt die Formel (46)?): 


1+cosa 1— 7? — & 


Te 2 " 
ie Oe 1 — cosa (l1—7)?+ & 


(4,12) | 
Sind die Anhangsel an der Kette symmetrisch verteilt, so ist die Potential- . 
funktion U (g) gerade und ¢ = 0. Dies ist der Fall beispielsweise fiir Polymere 
wie Polyathylen und Polyisobutylen. In diesem Fall nimmt die Formel (4,12) ) 
die wohlbekannte Form (41, 42, 22) an: 


1+cosal+yn 


Lh 2 
Batt 1—cosa l—n 


(4,13) | 


Wir haben also die mittlere quadratische Linge der Kette durch die mole- - 
kularen Konstanten N, 1, a, 7 und « ausgedriickt. : 
Ist die Drehung stark gehemmt, so ist 7 nahezu Eins und ¢ nahezu Null, und } 
die Formel (4,12) geht iiber in die Formel von S. J. BRESLER und J.IL. h 
FRENKEL (36): 

<5 t+cosa 2 


hi=NEP (4,14) | 


1— cosa l1—7 
Diese Formel gilt fiir sehr lange und starre Ketten. 
Ist die Drehung vollig.frei, so ist 7 = ¢ = UV, und wir erhalten aus (4,12) diew 
Formel von EyRING (35): 

1+ cosa 
1 — cos a’ 


=I 
I 


NP (4,15)) 


Die Bereiche, innerhalb derer die Formeln (4,13) bis (4,15) mit einer Genauig~ 
keit bis zu 5% anwendbar sind, sind in Abb. 8 dargestellt. Aus den Formelm 
1) Die Formel (4,12) gilt fiir Ketten, bei denen simtliche R-Gruppen nach der gleicher 
Seite hin abzweigen. Offenbar miissen die Abmessungen von Ketten mit asymmetrischer: 


Anhangseln wesentlich von der Stereoisomerie in der Kette abhingen. Hierzu siehe weiter 
unten, i} 


ee 
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(4,7) und (4,12) ergeben sich auch alle tibrigen Ausdriicke, die in der Literatur 
auftreten (37, 38, 39). Hier werden wir darauf nicht niher eingehen [s. (44)]. 
Die von den Verfassern dieses Artikels entwickelte Methode zur Berechnung 
von ? ist auch auf Ketten aus verschiedenen Gliedern anwendbar. So 
erhalten wir fiir Ketten, die aus zwei abwechselnd angeordneten Bindungs- 
typen bestehen, welche durch verschiedene Werte 7, und 7, des mittleren 
Cosinus des Drehungswinkels gekennzeichnet sind (e, = e, = 0): 


1+ cosa 1— 4%, 


ey 0 ee ee ots 
l1—cosa (1—~y,) (1 — m,) 


(4,16) 
Wie man leicht sieht, geht bei 7, = 7, = die Formel (4,16) in den ein- 
facheren Ausdruck (4,13) iiber. 

Von allen Problemen dieser Art hat die gréBte 
Bedeutung die Bestimmung der Linge der Ketten og¢0 
des Trans-Polyisoprens (Naturkautschuk) und des 
Cis-Polyisoprens (Guttapercha). Ein solcher Ver- ,,, 
gleich wurde von WALL (47) und BENoIT (38) fiir 

ein Modell durchgefiihrt, das die Hemmung der jg 
Drehung nicht beriicksichtigt; es ergeben sich 
folgende Werte: 


Ve = 2,90 - YvaA (trans), 
Vr = 2,01 - yvA (cis). 


Zum Vergleich erwahnen wir, daB eine aliphatische 
Kette mit freier Drehung [siehe (4,15)] die Linge 4 


ri as 0 as 15 

y h? = 2,18 - y NA Abb. 8: Anwendbarkeitsgebiete der 
hat. Formeln (4,13) — (4,15) (mit 
Das Kautschukmolekiil ist also etwa um 44% einer Genauigkeit bis zu 5%). 


langer als das Guttaperchamolekil. Vor kurzem 

fiihrte MARKOWITSCH (30) im Rahmen des Wattischen Modells eine 
eingehendere Untersuchung der Abhangigkeit der Abmessungen eines 
Molekiils vom Typ des Polybutadiens vom Prozentgehalt der cis- und 
trans-Konfiguration [sowie auch vom Verhaltnis der Bindungen vom Typ 
(1,2)-und (1,4)] durch. Wegen der geringen Genauigkeit des benutzten 
Modells (Vernachlassigung der Hemmung der Drehung) kann man allen 


_ diesen Ergebnissen keine besondere quantitative Bedeutung beimessen. 


Wir miissen hervorheben, da die Formeln (4,12) bis (4,15) nur fir lange 
Ketten mit N > 1 giiltig sind. Fir kleine N ergeben sich andere Ausdriicke. 


- So erhalten wir z. B. an Stelle von (4,13) aus (4,7) (44): 


, 1+ cosa 1+ op cos a-(1 + 7*) +27 


4 


h? = NI 


-(wobei man das Glied A in praktisch allen Fallen vernachlassigen kann). 
-Ubersieht man diesen Umstand, so erhalt man fehlerhafte Ergebnisse. So 


wird etwa in einer vor kurzem veroffentlichten Arbeit von UBBELOHDE und 
42 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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WoopwarD (48) der Versuch unternommen, die Formel (4,13) auf die 
niedermolekularen Paraffine bis zum n-Oktan (NV = 7) anzuwenden. Nach 
(4,11) muB die GréBe 7 in Formel (4,13) mit wachsender Temperatur ab-— 


nehmen. Infolgedessen muB auch die GréBe h? abnehmen. UBBELOHDE und | 
WoopwaRD diskutieren experimentelle Daten iiber die Viskositat der | 
Paraffine im gasférmigen Zustand, die keine solche Abnahme zeigen, und > 
ziehen daraus den SchluB, daB die herrschenden Vorstellungen tiber den 
Charakter des Potentials U(g) falsch seien [vergleiche (49)]. Tatsichlich ist | 
die Forme! (4,13) auf diesen Fall nicht anwendbar, und an ihrer Stelle muB ; 
die Formel (4, 16) benutzt werden. Man kann leicht zeigen, daf bei richtiger - 
Rechnung im Temperaturintervall zwischen + 80 und + 200° C, auf das | p 
sich die diskutierten Daten beziehen, keine wesentliche Temperaturabhangig- - 


keit der GréBe h? vorliegen kann. Deshalb widersprechen diese Daten durch- . 
aus nicht den allgemein anerkannten Vorstellungen tiber das Hemmungs- - 
potential U(q). 

Die dargelegte Theorie zeigt, daB die linearen polymeren Molekiile stark : 
zusammengekniuelt sind und Klumpenform haben. Dies gilt jedoch nicht : 
fiir die Ketten mit kleinen Werten von V. W.N. ZWETKOW und W.A.. 
MARININ (50) untersuchten den KERR-Effekt in Lésungen der Alkohole : 
CaHe n41OH mit Werten » von 3 bis 26 und stellten fest, daB diese Molekiile : 
nicht wesentlich zusammengekniauelt sind und praktisch hinreichend starre ? 
Gebilde darstellen. Hiervon zeugen auch die Daten tiber die Schwingungs- - 
spektren der n-Paraffine (51). 
Andererseits gibt es viele verschiedenartige experimentelle Beweise fiir die : 
starke Verkniiuelung der langen polymeren Ketten in Lésungen. 
Kine iiberzeugende unmittelbare Bestiitigung fiir diese Verknauelung liefert { 
die Arbeit von W. N. ZWETKOW und E. W. FRISMAN (52, 6), in der fest-- 
gestellt wird, da die Doppelbrechung des Polystyrols im Magnetfeld mit 
wachsendem Polymerisationsgrad abnimmt. Das deutet darauf hin, da die: 
langeren Ketten stiirker zusammengekniuelt und daher isotroper sind als¢ 
die kurzen. Lige keine Verkniuelung vor, so miiBte offenbar die Doppel- 
brechung linear mit wachsendem Polymerisationsgrad ansteigen. Die Unter- 
suchung des dynamo-optischen Effekts in Polyisobutylenlésungen [W. N. | 
ZWETKOW und E. W. FRISMANN (53, 6)] zeigt, daB die Eigenanisotropie, 
des polymeren Molekiils in der Lésung von der gleichen GréBenordnung ist) 
wie die Anisotropie des Monomers, wie das in einer statistisch zusammen, 
gekniiuelten Kette der Fall sein ante 

Von der starken Verkniuelung der Kette zeugen auch die Daten iiber 
Viskositit und Diffusion in Lésungen von Polymeren. Unmittelbare Be-). 
stimmungen der Abmessungen der polymeren Molekiile in Lésungen aufi)) 
Grund der Winkelasymmetrie und der Intensitit des Streulichts (54) sowie) 
auf Grund der kiirzlich von W. N. ZWETKOW vorgeschlagenen Methode (55) 
liefern ebenfalls Ergebnisse, die die starke Verkniuelung der Kette be-), 
stiitigen (vergleiche hierzu Abschnitt 7). | 


i 


i (36) (Abb. 11) 
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5. Theorie der Drehungsisomerie der linearen Polymere 


Die Bestimmung der Potentialfunktion der inneren Drehung U(q) in all- 
gemeiner Form ist iu erst schwierig. In diesem Paragraphen behandeln wir 
die Grundtatsachen der Theorie der inneren Drehung um die Einzelbindungen 
und ihren Einflu8 auf Abmessungen und Biegsamkeit der polymeren Ketten. 
Wie Untersuchungen der thermodynamischen Eigenschaften der nieder- 
molekularen Stoffe mit Einzelbindungen ergaben, ist die innere Drehung in 
den Molekiilen stets mehr oder minder stark gechemmt (56, 57). Der Grund 
fiir diese Hemmung liegt in der AbstoBung der nicht aneinander gebundenen 
Atome, die in den meisten Fallen zu der stabilen Trans-Konfiguration des 
Molekiils fiihrt. So ist beispielsweise beim Athan die in Abb. 9a dargestellte 
Konfiguration stabiler als die in Abb. 9b dargestellte. Die Energiedifferenz 
dieser Konfigurationen des Athans betriigt 2750 cal/Moal. Die experimen- 
tellen Werte fiir die Héhe der Potentialschwelle der inneren Drehung, ge- 
wonnen aus thermodynamischen 


Daten, lassen sich im Fall der H 
Kohlenwasserstoffe mit hinreichen- 
der Genauigkeit durch die empi- Hx. L7H 
rische Beziehung (458) ‘ if 
Cu 1 
U= ; 5,1) ! 
ik Gk ( H : H 
! 


wiedergeben, wobei C’;, Konstanten a) H 
und "ik die Abstande zwischen den Abb. 9: Athanmolekiil; a) trans-Konfiguration; 
nicht aneinander gebundenen b) cis-Konfguration. 

Atomen i und £& sind. Kirzlich 

wurde der Versuch unternommen, diese Abhingigkeit durch Behandlung 
der elektrostatischen. Quadrupol-Wechselwirkung zu begriinden (59). Gegen 
diesen Versuch kénnen gewichtige Einwinde erhoben werden (60). Offenbar 


} reduzieren sich die Kriifte, die die innere Drehung hemmen, nicht auf einen 
) einzigen Typ (61, 62,63). Ihr Charakter und die GréBenordnung ihrer Energien 


sind wahrscheinlich genauso wie im Fall der intermolekularen Wechsel- 


> wirkung. 
' Eine Niherungsform fiir die Funktion U(y) des Athans ist 


ot 
bo 
ee 


1 
U(¢) = 5 Uo (1 — cos 39), (i 


wobei U, die Hohe der Potentialschwelle ist (Abb. 10). In dem Fall, daB nur 
eine stabile Konfiguration vorhanden ist, hat das Pofential U(g) die Form 


U(y) = 7 U, (1 — cos 9). (5,3) 


Hat das Molekiil keine Axialsymmetrie, so fiihrt eine innere Drehung auf 
mehrere energetisch nicht gleichwertige Konfigurationen, die sogenannten 
Drehungsisomere (10). Ihre Eigenschaften und ihre Struktur kann man mit 


42° 
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Hilfe der Methoden der Molekularoptik, der Spektroskopie usw. untersuchen — 
64, 65). . 
oe Potentiale (5,2) und (5,3) sind zur Charakterisierung der inneren Drehung ~ 
ungeeignet, wenn Drehungsisomerie vorliegt (Abb. 12). In diesem Fall kann | 
man etwa eine Funktion folgenden Typs verwenden (49): 


U(¢) = 5 Uy{x (1 — cosy) + (1 — 2) (1 — 005 3 9)}, (5,4) | 


[siehe auch (42)]. 
U(P) 
y 
-7 (0) +7 
Abb. 10: Potential der inneren Drehung im Athan- Abb. 11: Potential der inneren Drehung bei . 
molekiil. Vorhandensein einer einzigen stabi- - 


len Konfiguration. 


Man hat versucht, diese Niherungsausdriicke zur Berechnung der GriBe : 
4 = cosy im Fall der polymeren Ketten zu verwenden. Die erste derartige : 
Behandlung der Drehung in diesen Ketten findet sich in der zitierten Arbeit | 
von S.J. BRESSLER und J. I. FRENKEL (36); sie beschrinkten sich auf die © 
Betrachtung der Drehschwingun- -) 


vee gen um eine einzige Gleichgewichts- .” 
lage, d.h. auf das Potential (5,3). i 
Mit Hilfe der Funktion U(g) nach» 
(5,3) laBt sich 7 bestimmen. Aus :) 
(4,11) und (5,3) folgt (38): i} 
Us i 

ees. (' 2k 7) 

n =e , ( U5 ) ? (5,5) 
ae; 

= ; 7 ? 2kT 
Abb. 12: Potential der i Dreh Vor- ; rae : 
legen einer Drehungsivomerie. wobei J die BESSELfunktionenr 


sind. 
Zur Berechnung von 7 mit Hilfe von (5,4) ist eine numerische Integration, 
erforderlich. Hine weitere Verfeinerung der Form von U (p) fiihrt zu groBeni) 
rechnerischen Schwierigkeiten. | 
Kine innere Drehung in einer polymeren Kette fiihrt stets zu energetisch!|, 
nicht gleichwertigen Konfigurationen, denn die héchstmégliche Symmetrie(), 
eines Elements einer polymeren Kette ist C, oder C,. Statt eine stetige Poten-||) 
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tialfunktion U(y) vom Typ (4,5) oder irgendeiner komplizierteren Form zu 
betrachten, kann man ein lineares Polymer als Gemisch von Drehungs- 
isomeren ansehen (66, 67). In nullter Naherung nehmen wir an, daB jede 
Bindung nur bestimmte Gleichgewichtslagen mit diskreten Werten Vi ein- 
nehmen kann. Greifen wir z. B. eine C-C-Bindung aus dem Polyathylen- 
molekiil heraus und schreiben dementsprechend seine Formel 


H,C(CH,), H,C — CH, (CH,), CHy. 
| (CH) n CH3 W 


I 
(CH,)n CH, ! H H : (CH,)nCH; 


I 
(CH2)mnCHs (CH2)mCH3 (Cred CH; 
t 
Abb. 13a: Drehungsisomerie des Polydthylens. 
CH; H 
H HH H 
% < mk Pie. 


| ' 

' t 
CH; CH, 
t d 


Abb, 13b: Drehungsisomerie im n-Butan. 


Bei einer Drehung um diese Bindung entstehen die Drehungsisomeren t, d 
und/(Abb. 13a), entsprechend die Drehungsisomeren des n-Butans(Abb.13b). 
Das trans-Isomer ist das stabilste. 

Offenbar ]a8t sich die Integration von (4,11) in diesem Fall angenihert durch 
die bedeutend einfachere Summation ersetzen: 


n 
Dy G4 COS 5 
— 1), (5,6) 


n= 


) 1) In der nachsten Naherung, bei Beriicksichtigung der kleinen Drehschwingungen um die 

. Gleichgewichtslagen fiir jedes Drehungsisomer, erhalten wir bei Potentialschwellen U;, 

die bedeutend gréfer sind als kT: kT 
2 gi C08 Gj ( 


ao t=1 


]— — 


U; 


[siehe (67)]. Ay) 
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dabei ist g; das statistische Gewicht des i-ten Isomers: | 
F; | 

mae, (5,7) 

F’,; ist die freie Energie des Isomers. In der Naiherung, die die Drehschwin- | 
gungen nicht beriicksichtigt, ist die Differenz der freien Energien der Dre- | 
hungsisomere gleich der Differenz ihrer inneren Energien: AF; ~ AU, 
Lage keine Drehungsisomerie vor und wiren alle g; einander gleich, so | 
wiirden wir erhalten | 


1 al 
n=— D> cosq; (5,8) | 
N j=1 | 
und wenn die Energieminima aquidistant verteilt sind, gilt: 
Poe i 
= —i=0 5,8 
ls ee Gog ; (5,8a) 
H C(CH,).~ H 
CHa CH; 
SS a 
_ cw oa 
! 
C(CH,), C- | | €(CH3)2.€- 
CHC CH; C- CH, C- j 
l t d 


Abb. 13c: Drehungsisomerie bei Polyisobutylen. i 
d. h. es ist 7 = 0 bei beliebig hohen Potentialschwellen, ebenso wie im Fall l) 
der vollig freien Drehung. f 
Im thermodynamischen Gleichgewichtszustand werden also die GréBen nN) 
und ¢ und damit auch der Grad der Verkniiuelung der Kette nicht durch die | 
Hohen der Potentialschwellen gegeben, die die Drehungsisomere voneinander * 
trennen, sondern durch die Differenzen der inneren Energien dieser Isomere. .. 
Das kinetische Verhalten der Kette, d.h. ihre Relaxationseigenschaften || 
miussen natiirlich wesentlich von den Potentialschwellen der inneren Drehung | 
abhingen. 
Bei gegebener Temperatur laBt sich’ die polymere Kette durch einen be--. 
stimmten Wert der Gleichgewichtskonstanten der Drehungsisomere kenn- 
zeichnen. Angenommen, die Kette bestehe aus N-Gliedern. N, Glieder be- +) 
finden sich in der Lage q,, N, in der Lage Y, usw. Dann ist 


_¥ ee) 
z Ne kT | 
sid iether: (yp (5,9) i 
a 
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Bei gegebenen Werten der N; kénnen sich die Drehungsisomere auf sehr 
viele Arten iiber die Kette verteilen. Die Anzahl dieser Arten ist 
N! 
I] N 
i 


(5,10) 


Allen diesen Verteilungen entspricht die gleiche Energie der Kette, und sie 
sind infolgedessen gleich wahrscheinlich. Jeder Verteilung entspricht ein 
bestimmter Wert h der ,,Liinge‘‘ der Kette. Das bedeutet jedoch nicht, daB 
alle Werte von h zwischen Null und dem Maximalwert gleich wahrscheinlich 
sind, denn verschiedenen Werten von h entsprechen verschiedene Anzahlen 
von Verteilungen. 

Offenbar lat sich grundsitzlich eine Formel fiir die mittlere quadra- 
tische Lange der Kette vom Typ (4,13) ableiten, indem man von den 
statistischen Gewichten der Drehungsisomere ausgeht. Dieses Problem 
1aBt sich mit Hilfe der Methode der MARKOwschen Kette (17, 18) lésen 
und wurde von einem der Verfasser in der Arbeit (67) fiir den ebenen 
Fall behandelt. Das Ergebnis der Rechnung entsprach natiirlich der Formel 
(4,13). Analog kann man offenbar auch die Verteilungsfunktion der Ketten- 
langen ableiten. 

Wir sehen, daB der Grad der Verknauelung der polymeren Kette — ihre 
thermodynamische Biegsamkeit — eine explizite Funktion der statistischen 
Gewichte der Drehungsisomere und damit der Temperatur ist. In der Tat 


laBt sich der Faktor ; a] in der Forme! (4,13) folgendermaBen darstellen. 
4 


F(i) 
on ee 
1 SQ; 
1+ oe Slated: (5,11) 
1—7 en A(F4) : 
n 
re # (1 — cos gy) e 


Wir betrachten einige der einfachsten Fille. Fiir Polymere vom Typ des Poly- 
athylens und des Polyisobutylens haben wir y, = 0°, yg, = 120°, ys = 240°. 
Setzen wir als Nullwert fiir die freie Energie den Wert F(q,) fest, so gilt 
F(9,) = 0, F(g,.) = F(g3) = AF YAU. Es ist also 


AU 
Li-e ag ti eet 
t= ar (5,11) 
‘ Be es 


Je kleiner A U, desto naher liegt 7 bei dem Wert Null und desto hoher ist der 
Verknauelungsgrad der Kette. Aus anschaulichen stereochemischen Uber- 
legungen geht hervor, daB die Kette des Polyisobutylens stairker verknauelt 
sein muB (eine gréBere thermodynamische Biegsamkeit besitzen muB) als die 
Kette des Polyathylens. In der Tat unterscheiden sich die Drehungsisomere 
des Polyisobutylens nur sehr wenig voneinander (Abb. 13c), wahrend sie 
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sich beim Polyathylen wesentlich unterscheiden (Abb. 13a). In Abb. 14 ist _ 
der ungefihre Verlauf der Potentialkurven U (¢) fiir das Polyaéthylen und das 
Polyisobutylen angedeutet. ; 
Der Verkniiuelungsgrad von polymeren Ketten mit asymmetrischen An- 
hangseln (Polystyrol, Polyvinylchlorid, Polyvinylalkohol usw.), die nach dem — 
Schema (—CH,—CHR—) ge- | 
baut sind, hangt wesentlich 
davon ab, ob die R-Gruppen 
an der gleichen Seite oder | 
an verschiedenen Seiten der 
Kette angeordnet sind. Im | 
ersten Fall (dl-Konfiguration, © 
siehe Abb. 15a) miissen die > 
Abmessungen der Kette klei- 
ner sein als im zweiten Fall 
(dd-Konfiguration, siehe Ab- 
bildung 15b). 
Bei der Mehrzahl der Polyme- | 
ren des behandelten Typs sind 
” offenbar die Stereoisomere | 
Abb. 14: Potential der inneren Drehung beim Polydthylen lings der Kette mehr oder » 
(Kurve a) und beim Polyisobutylen (Kurve b). weniger zufallig verteilt. Da- | 
gegen liegt beispielsweise beim 
Polyvinylchlorid eine bestimmte Ordnung der Anhingsel in dl-Lage vor * 
(1, 71). Méglicherweise hingt die Stereoisomerie in polymeren Ketten in / 


Abb. 15: Die Stereoisomerie 1m Polystyrol. 


gewissem Grade von den Polymerisationsbedingungen ab; dies kénnte einer (|, 
der Griinde fiir die verschiedenen Viskositaten und verschiedenen Kristalli- - . 
sationsfihigkeiten von Proben des gleichen Polymers, die bei verschiedenen }]) 
Temperaturen hergestellt wurden, sein. 
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Wie wir sehen, kann man aus einfachen stereochemischen Uberlegungen 
wesentliche Riickschliisse auf die Eigenschaften der Ketten ziehen. Die 
Theorie der Drehungsisomerie erméglicht aber noch genauere quantitative 
Berechnungen von 7 und ¢. Ausgehend von der empirischen Formel (5,1) 
und den bekannten experimentellen Werten der Potentialschweller fiir die 
Molekiile des Athans und des Propans kann man die Konstanten Oj, be- 
stimmen, die die gegenseitige AbstoBung der it a H und H bzw. CH, 
und CH, kennzeichnen. Man erhalt 


cal - AS 5 cal . AS 
Mol? Cu,cu, = 7,6 - 10 Mol’ 


cal. AS 
Mol — 


Cyn = 4,4 - 105 


Ccu,, CH, = 13, 1-105 


Die mit Hilfe dieser Werte berechneten Potentialschwellen fiir das Iso-Butan 
und fiir das Tetramethylmethan stimmen gut mit dem Experiment iiberein. 
In Tabelle 1 sind die Ergebnisse dieser Rechnungen fiir verschiedene Poly- 
mere zusammengestellt (68). 


Tabelle 1: 


Bindung, um die Drehungs- 
Polymer die Drehung isomere, AU (cal/Mol) n 
erfolgt in Grad 


Polyiithylen H,C — CH, 0, 120,240 | AU) = AU ay = 800 | 0,5 


« 
is 


Poly- H,C—C(CH,), | 0, 120,240 | AU 5 = 4U gy. = 180 
isobutylen 
CH = CH 180 (co) = 
(1,4) cis 
‘sre: ((CH,) — CH 90, 270 ATs = 0 0,1) 
kautschuk) (CHs) 2 , 270 , 
CH, — CH, 0, 120, 240 | A Uy.) = 4U oy = 1000 | 0,5 


*) Im Fall der Drehung um eine Einzelbindung, die einer Doppelbindung benachbart 
ist, lat sich wegen der Ausglattung der Potentialkurve (siehe Abb. 16) die Formel (5,6) 
nicht benutzen. Die in der Tabelle angegebenen Werte fiir 7 wurden durch numerische 
Integration nach der Formel (4,11) berechnet. 


In dieser Tabelle sind durch Fettdruck diejenigen Drehungsisomere hervor- 
gehoben, deren Energie gleich Null gesetzt wird; bei diesen Polymeren ist 
2 = 0. 
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Die benutzte Berechnungsmethode gestattet, neben den Werten von AU, 9 | 
und ¢ auch den allgemeinen Verlauf der Kurve U(g) zu ermitteln. Fir eine — 
Drehung um eine Einzelbindung, die einer Doppelbindung benachbart ist, | 
unterscheidet sich der Verlauf der Kurve U(g) wesentlich von dem in den 
Abb. 12 und 14 dargestellten. In Abb. 16 ist die entsprechende Kurve fiir die 
Drehung um die Bindung = CH—CH,— im Kautschuk dargestellt, und zwar 
in den Konfigurationen, die den Maxima und den Minima der Kurve ent- 
sprechen. Die Drehung ist in einem sehr groBen Intervall der Winkel » 
praktisch frei. Das beruht auf der Stereochemie der Doppelbindung, der — 
ebenen Anordnung aller benachbarten Bindungen. Diese Anordnung fiihrt — 
zu einer Ausglittung der Potential- — 
kurve, denn die Konfigurationen, 
die fiir ein Paar wechselwirkender 
Atome giinstig sind, sind fiir ein 
anderes Paar ungiinstig. 
Es gibt heute noch keinen direkten 
experimentellen Nachweis fiir das 
Vorhandensein einer Drehungsiso- 
merie in den Polymeren. Im gegen- 
wiirtigen Stadium der Forschung 
kann die Theorie der Drehungsiso- 
merie nur als besondere Betrach- 
tungsweise der Struktur der poly- 
meren Ketten angesehen werden. — 
ss z 0 z ~*~ > Diese Methode gestattet auf Grund | 
einfacher stereochemischer Uber- © 
Abb. 18: Potential der jnneren Drehuné wt Jegungen die physikalischen Bigen- 
bindung benachbart (Kurve a) bew. schaften der polymeren Ketten mit + 
nicht heat hate Kure b)-is. ihrer chemischen Struktur zu ver- - 
kniipfen. Die Theorie der Drehungs- - 
isomerie liBt sich unmittelbar auf isolierte polymere Ketten anwenden. Die * 
physikalischen Eigenschaften der Polymeren in kompakter Masse erfordern zu 1 
ihrer Beschreibung eine Beriicksichtigung der intermolekularen Wechsel- - 
wirkung, daneben natiirlich des Verhaltens der einzelnen Ketten. Diese * 
Wechselwirkung mu8 auf die Form der Potentialkurve der inneren Drehung 
— auf die Werte U, und A U — im Fall der polaren Polymeren von sehr gro8em 
Einflu8 sein. In der Tat ist die intermolekulare Wechselwirkung hier von: 
der gleichen GroBenordnung wie die innermolekulare AbstoBung nicht ge- /| 
bundener Atome, und die GréBen U, und AU sind in diesem Fall nicht als + 
charakteristische GréBen des Einzelmolekiils, sondern des Mediums als: 
Ganzen in seiner Gesamtheit aufzufassen. Enthalt jedoch das Polymer keine? 
polaren Gruppen, so miissen seine Eigenschaften in kompakter Masse enger | 
mit dem Verhalten der einzelnen Ketten zusammenhiingen, So beruhen/), 
offenbar die hochelastischen Eigenschaften des Kautschuks auf der praktisch|/) 
freien Drehbarkeit um die Bindungen, die den Doppelbindungen benachbart (|, 
sind, d. h. auf einer Eigenschaft der isolierten Ketten. 
Die Theorie der Drehungsisomerie bezieht sich auf die thermodynamischenj|, 
Kigenschaften der Ketten. Wir zeigen, daB sich mit Hilfe dieser Theorie! 
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gewisse Eigenschaften der Polymere in kompakter Masse, niimlich etwa das 
Schmelzen kristalliner Polymere, qualitativ verstehen lassen. 

Polymere kristallisieren entweder bei starken Dehnungen oder auch im 
ungedehnten Zustand. Es gibt Polymere, die auf beide Arten kristallisieren, 
daneben auch solche, die sich iiberhaupt nicht in kristallisierte Form iiber- 
fiihren lassen. Ein kristallisiertes Polymer unterscheidet sich wesentlich von 
einem kristallinen niedermolekularen Stoff. Das Polymer ist niemals als 
Ganzes kristallisiert. Es gibt keine Grenzen, die die kristalline von der 
amorphen Phase trennen: ein bestimmtes Kettenmolekiil erstreckt sich 
durch kristalline und auch durch amorphe Bereiche hindurch (Abb. 17). Die 


r 


Abb. 17: Strukturschema eines kristallinen Polymers. 


kristallinen Bereiche kénnen in Abhingigkeit von den Kristallisations- 
bedingungen (Abkiihlungsgeschwindigkeit, Temperatur, bei der die Kristalli- 
sation erfolgt usw.) verschiedene Ausdehnung aufweisen. Ausdehnung und 
Ordnungsgrad der Kristallite und auch die Tatsache der Kristallisation selbst 
lassen sich unmittelbar durch Réntgen- oder Elektronographie feststellen, 
ferner auch auf Grund der makroskopischen physikalischen Eigenschaften 
der Probe. Infolge der verschiedenen Ausdehnung der Kristallite und ihrer 
verschiedenen Ordnungsgrade hat das Polymer keine streng bestimmte 
Schmelztemperatur der Kristalle; der Schmelzvorgang erfolgt in einem 
groBeren oder kleineren Intervall der Schmelztemperaturen 7'schm. Charakte- 
ristisch ist, daB dieses Intervall wesentlich tieferen Temperaturen entspricht, 
als zu erwarten wire. Extrapolieren wir die Werte T'scnm fiir niedermole- 
kulare Substanzen, die aus starren Molekiilen bestehen, auf grobe Molekular- 
gewichte, so erhalten wir weitaus héhere Schmelztemperaturen, als man sie 
fiir die Hochpolymeren beobachtet. Die Werte T'schm eines Polymers sind 
praktisch unabhiingig vom Polymerisationsgrad. Die Schmelztemperatur 
von kristallinen Polymeren wachst mit zunehmendem Dehnungsgrad. 


. i 
J 
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Weitere Angaben iiber dieses sehr interessante Kapitel der Physik der Poly-_ 
mere findet der Leser in der Spezialliteratur (3, 7, 8, 69, 70, 71). 
Die Theorie der Drehungsisomerie gibt die Méglichkeit, die Unterschiede in 
Schmelztemperaturen und Schmelzwirmen der Polymeren zu erklaren (72), | 
Diese Unterschiede sind sehr groB und von hervorragender praktischer Be- 
deutung. Beispielsweise sind Polyaéthylen und Guttapercha bei Zimmer- | 
temperatur stark kristallisiert, so daB ihnen die hochelastischen Eigen. - 
schaften fehlen. Im Gegensatz dazu kristallisiert der Naturkautschuk bei | 
l 


hinreichend niedriger Temperatur oder bei Dehnung, wahrend das Poly- 
isobutylen sich im ungedehnten Zustand iiberhaupt nicht in kristalline Form |) 
iiberfiihren ]aBt. Die genannten Stoffe sind Kohlenwasserstoffe, bei denen { 
die Energie der intermolekularen Wechselwirkung von der gleichen GroBen- - 
ordnung sein mu. Hieraus folgt, daB die Unterschiede in den Schmelz- - 
temperaturen dieser Stoffe tatsichlich auf Unterschieden ihrer Schmelz. - 
entropien beruhen miissen. Das Schmelzen der Kristalle fiihrt zu einem Ver- - 
schwinden der Fernordnung. Im gegebenen Fall handelt es sich um die Fern- - 
ordnung in der Lage der Glieder einer bestimmten Kette und in der relativen 
Lage der Glieder verschiedener Ketten. Wir nehmen an, daB im Fall der 1) 
polymeren Kristalle die Schmelzentropie vor allem durch die Anderung in 
der relativen Lage der Glieder einer bestimmten Kette gegeben wird. Die = 
relative Lage der Glieder verschiedener Ketten bestimmt in der Hauptsache : 
die latente Schmelzwairme. Wir nehmen an, daf8 im amorphen Zustand die = 
polymere Kette ein Gemisch von Drehungsisomeren mit verschiedenen * 
freien Energien F; darstellt. Die Zustandssumme dieses Gemisches laBt sich » 
folgendermafen schreiben gi 


(5,12) ° 


Glieder mit der Energie F;, ferner ist g, = e—Fi/#?, Die freie Energie des Ge- © 
misches betragt F=—kTlnG (5,13). 


d bei groBen N und N, 
un €1 groben un i F =NkT Syn, (5,14) | 
- | 1 


t 


wobei NV; = »;,N ist. 
Die Entropie der Kette betragt 
d\n Gi 


OF v; 
S=—(= = — Nk ;in— + NET F ; 
bain Svin 4 NET Sy EH (6,15) 
Im thermodynamischen Gleichgewicht ist 
yo — St (5,16))) 


2: 9 
FO —=—NkT In (2 9x) 


und 


pee 
so — we {in(¥ w) +2 onln(S al, 


9k Ur 
UO) — FO 4 7§O —N ad =x N wu, 
2 Gk 


(5,17))) 
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u ist die innere Energie, die auf das einzelne Glied kommt, gemittelt iiber alle 
Drehungsisomere. 

Aus réntgeno- und elektronographischen Untersuchungen der nieder- und 
hochmolekularen Kohlenwasserstoffe und ihrer Derivate weiB man, daB sie 
im kristallinen ‘Zustand trans-Konfiguration aufweisen (71, 73). In diesem 
Zustand ist 


Fy = NF,,. 
St = NS), (5,18) 
Uy, =NU,, 


wobei der Index | sich auf das im gegebenen Fall einzig vorhandene trans- 
Isomer bezieht. Hieraus folgt, daB das Schmelzen des kristallinen Polymers 
mit folgenden Anderungen der thermodynamischen Funktionen verbunden 


ist: 
AF =FO— FF, =—NkT In (2 1) 
k ’ 
AS =Nk{In (x =} +47, (S12) 
E pee 
AU = N-AU, 
dabei ist re-f; AF, AU, 
See Gk Ex! irs aw ; ET. (5,20) 
fi 


Im Schmelzpunkt gilt die Gleichung 


: 
7 _4@ _AU+p-AV+4E 
schm eA AS +A> ? 


wobei 4Q die Anderung des Warmeinhalts (die latente Schmelzwirme) ist, 
p der Druck, AV die Volumeninderung, AH die Anderung der Energie der 
intermolekularen Wechselwirkung, 4S die Anderung der inneren Entropie 
der Kette, A > die Anderung der intermolekularen Entropie. Das Glied p A V 
kann man vernachliissigen. AuSerdem vernachlissigen wir die GréBe 4 > 
gegeniiber 4S, nehmen also, wie schon oben erwahnt, an, daB beim Schmelzen 
die Hauptrolle die Anderung der innermolekularen Entropie spielt. In der 
Tat erhalten wir, wenn wir die Abhangigkeit der Schmelztemperatur von V 
fiir die starren niedermolekularen Paraffine extrapolieren, fiir die Polymere 
wesentlich héhere Schmelztemperaturen, als der Wirklichkeit entspricht. 
Dies beruht darauf, daB fiir die starren Molekiile 4S = 0, dagegen fiir die 
Polymere AS grof ist. Fiir starre Ketten wire 


AE 
Tschm = noe 
fiir biegsame Ketten AB-+AU 


T'schm = Ast AS 
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Wegen Tschm < T schm 
ist AU-AS <AE-AS, 
also | 


AS < 4% As. 


Die GréBen AEH und AU sind von der gleichen GréBenordnung; die obige 
Ungleichung bedeutet also AS <AS. 


In der Tat beruht der Hauptteil der Entropiedinderung beim Schmelzen auf 
den inneren Freiheitsgraden, denn ihre Zahl] ist ja in der polymeren Kette | 
weitaus gréBer als die der auBeren [vergleiche (74)]. 
Unter Beriicksichtigung dieser Vereinfachungen erhalten wir 


kT an ip (2 1) se Ae, (5,22) 


ra NAe =ALZ. 
In Tabelle 1 haben wir die von uns berechneten Werte AU fiir einige ein- « 
fache Polymere zusammengestellt. Die Gleichung (5,22) und die Tabelle1 | 
gestatten, ausgehend von dem experimentellen Wert fiir das Intervall der * 
Schmelztemperaturen [beispielsweise fiir den Kautschuk von — 45° C bis # 
+ 15° C (70)], das entsprechende Intervall der Werte Ae zu berechnen (ei i 
erstreckt sich von 750 bis 1000 cal pro Mol der Isopreneinheit). 
Die Schmelzwarme des Kautschuks 


AQ=Ac +AU 


liegt, wie sich zeigt, im Intervall von 950 bis 1250 cal/Mol der Isopreneinheit. . 
Der von PARKES (75) aus Daten iiber das Schmelzen teilweise kristallisierten 1 
Kautschuks (76) abgeschiitzte experimentelle Wert betrigt 1200 cal/Mol der © 
Isopreneinheit. Nimmt man an, daB Ae fiir Polyathylen und Polyisobutylen 1) 
den gleichen Wert hat wie fiir den Kautschuk und benutzt man die Daten 1) 
der Tabelle 1, so erhilt man folgende Werte fiir Schmelztemperatur und |) 
latente Schmelzwarme dieser Polymeré (siehe Tabelle IT). Hl 
Offenbar ist die Voraussetzung der Konstanz von Ae fiir siimtliche Kohlen- i 
wasserstoffpolymere nicht ganz gerechtfertigt, denn die Energiednderung bei ' 
der Kristallisation hingt nicht nur von der Energie der intermolekularen }| 
Wechselwirkung ab, sondern auch davon, wie stark sich bei der Kristallisation : 
die Dichte iindert, mit anderen Worten also vom Packungsfaktor. Die: 
leichtere Kristallisierbarkeit des Polyathylens im Vergleich mit dem Poly- 4) 
isobutylen oder mit dem Naturkautschuk beruht also nicht nur auf der ge-: 
ringeren Biegsamkeit seiner Molekiile, sondern auch auf der besseren Packung. | 
Der Packungsfaktor ist auch verantwortlich fiir die Unterschiede zwischen!) 
dem kristallisierten Naturkautschuk und der Guttapercha. 
Wir betrachten also den Mechanismus der Verfliissigung eines kristallinen/)| 
Polymers als unmittelbar verkniipft mit der Biegsamkeit seiner Kette. Dies 
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Tabelle IT. 


sate Supe o a der et der pee 
Pol E Schmelzte ; 
inner temperatur ; rei np reastbes in cal/Mol in cal/Mol 
inC berechnet | experimentell 
Polyathylen | +50+-+110 + 60 +- + 120 (70) 600 +- 700 800 (77) 
Poly- — 90 +— 40 kristallisiert 400 = 500 — 
isobutylen nicht 
Tschm < T'gias 
=— 70°C 
Natur- — —45 + +15 (70) 400 = 500 300 (76) 


kautschuk 


Polymeren schmelzen bei verhaltnismaBig tiefen Temperaturen, weil die 
Entropie beim Ubergang zum amorphen Zustand infolge des Auftretens 
eines Gemisches von Drehungsisomeren betrichtlich anwachst. Je bieg- 
samer die Kette ist, d. h. je kleiner die Energieunterschiede 4 U zwischen den 
Drehungsisomeren sind, desto stirker verkniuelt sind die Drehungsisomere 
im Gemisch und desto tiefer ist die Schmelztemperatur des Polymers. Nach 
der Theorie der Drehungsisomerie hingt die Schmelztemperatur nicht vom 
Polymerisationsgrad N ab, wenn dieser nur hinreichend hoch ist. 


6. Statistik der realen polymeren Molekiile 


NO a a ne 


} Wie schon oben angedeutet (siehe Abschnitt 2), beschreibt die gewohnliche 
' Statistik der linearen Polymeren im wesentlichen die Konfigurationen, die ein 
funendlich diinner Faden einnehmen wiirde. Hierauf beruht es, da die 
' klassische Verteilungsfunktion fiir die Abstande zwischen den Kettenenden 


3 3h 


we = Fn 
W(h) h? dh = (orm) dae "“A“* h2dh (6,1) 


‘ (4: = 2 ee) 


1—‘cos 71 — » 


(yéllig analog der Verteilungsfunktion fiir die Abstiinde ist, die ein frei 
' diffundierendes Teilchen in der Zeit t = N zuriicklegt, falls man den Diffu- 
' sionskoeffizienten 1 
| Dee 6 A} 


setzt. 
-Tatsichlich aber stehen die verschiedenen Teile dieses Fadens in Wechsel- 
_wirkung miteinander. Uns interessiert in erster Linie der Hauptteil dieser 
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Wechselwirkung, der darin besteht, das niemals zwei Glieder der Kette } 
sich gleichzeitig im gleichen Volumenelement befinden kénnen 
(sogenannte Volumeneffekte). In der Analogie mit der Bewegung des diffun- 
dierenden Teilchens bedeutet das, daB das Teilchen gezwungen ist, sich so zu | 
bewegen, daB es nie zweimal an die gleiche Stelle kommt. Es handelt sich jj 
also um die Diffusion eines Teilchens, das seinen eigenen Weg niemals schneiden 
kann. Hierbei scheiden von den a priori gleichwahrscheinlichen Konfigura- 
tionen, die die ideale polymere Kette einnehmen kann, eine groBe Anzahl | 
als verboten aus. : 
Da in Wirklichkeit nur Konfigurationen méglich sind, bei denen niemals b) 
zwei Glieder im gleichen Punkt liegen, ist die Anzahl der verbotenen Kon.- || 
figurationen selbst bei verhaltnismaBig geringen Dichten der Glieder inner- . 
halb des polymeren Kniuels sehr groB. Offensichtlich ist, da die Dichte der} 
Glieder bei stark verknéuelten Konfigurationen gréBer ist als bei aus-. 
einandergezogenen, die Anzahl der verbotenen Konfigurationen bei denr 
ersteren viel gréBer. Das bedeutet, da die Volumeneffekte die relatives 
Anzahl der stark verkniéuelten Konfigurationen vermindern und infolge-. 
dessen die mittleren Abmessungen der Kette vergréBern. Die theoretisches 
Berechnung dieser VergréRerung der mittleren Abmessungen ist die Haupt- 
aufgabe der Theorie der Volumenefiekte. 
Weiter oben haben wir gesehen, daB das Vorhandensein fester Valenzwinkel: 
und die Hemmung der inneren Drehung ebenfalls zu einer Zunahme der 
mittleren Abmessungen der Kette fiihrt. Die Beriicksichtigung dieser’ 
Faktoren kann aber den allgemeinen Verlauf der Verteilungsfunktion W (A) 
[Gleichung (6,1)] nicht andern; sie ist nur von EinfluB auf die Ausdriicke 
fiir A*: wahrend bei einer frei zusammengehefteten Kette A? = /? ist, gilt! 
fiir eine Kette mit festen Valenzwinkeln 


fiir eine Kette mit festen Valenzwinkeln und gehemmter innerer Drehung . 


Ata ecL Sk La 
l1—cosa l—y 
Naheliegend wiire der Versuch, auch die Volumeneffekte unter Beibehaltung | 
der Funktion vom Typ (6,1) nur unter entsprechender Anderung von A? zu’) 
beriicksichtigen. Es ist jedoch klar, daB derartige Versuche nur eine auBerst 
grobe Niherung darstellen, denn die GAussfunktion (6,1) gilt nur fiir did 
Beschreibung einer Gesamtheit zufilliger Ereignisse, deren Wahrschein-)) 
lichkeiten nicht voneinander abhingen. Die Bedeutung der Volumeneffekte)} 
besteht aber gerade darin, da8 die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB irgendeir|) 
Glied in das betrachtete Volumenelement fallt, verschwindet, wenn dieses), 
Element schon durch ein anderes Atom besetzt ist. Die Benutzung der) 
GAussschen Statistik unabhangiger zufilliger Ereignisse ist also in diesem) 
Fall unzulissig. Trotzdem wurden die ersten Versuche zur theoretischen| 
Beriicksichtigung der Volumenelemente unter Beibehaltung der Gauss}}; 
funktion unternommen. 
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Der erste, der das Problem der Volumeneffekte behandelte, war wiederum 
. KuHN (11). Er ging davon aus, da der Einflu8 der Volumeneffekte mit 
wachsendem Polymerisationsgrad zunehmen muB, und schlug vor, die 
Forme! (6,1) beizubehalten und in ihr nur zu setzen 


Ais Ags Ni 
wobei « eine kleine positive Zahl ist. Wir erhalten dann 
h? = NA? = N1+2¢ 42, (6,2) 


Hierbei mu A, vom Volumen der Glieder abhingen. Weiter unten werden 
wir sehen, daf§ in der Tat eine Formel vom Typ (6,2) gelten muB, obwohl 
KUuHN keinerlei Vorschriften zur Berechnung von ¢ und A, gab (er zeigte 
nicht einmal, da8 ¢ tatsichlich von Null verschieden ist) und seine Formel 
(6,2) infolgedessen noch wesentlich spekulativen Charakter trug. 

Weitere Schritte in dieser Richtung wurden in den Arbeiten vén BENOIT 
(31, 38) und SADRON (25, 39) unternommen. Diese Forscher nahmen an, 
daB infolge der Volumeneffekte ein Teil der Umgebung A’ A” (Abb. 7) fiir das 
betrachtete Atom verboten ist. Die Beriicksichtigung der Volumeneffekte 
ist dann dquivalent der Beriicksichtigung einer Hinderung der inneren 
Drehung, wobei in diesem Fall 


ist; hierbei ist 2 B der Winkel im BogenmaB, der durch die sphiarischen 
Effekte nicht verboten ist. Ist B = 0, so ist 7 = 1 (starre Kette), bei B =z 
ist 7 = 0 (freie Drehung). Jedoch bleibt das Problem des Zusammenhanges 
der GréBe B mit den molekularen Konstanten und mit dem Polymerisations- 
‘grad in den betreffenden Arbeiten véllig offen; die gewonnenen Formeln 
‘sagen also praktisch gar nichts aus. Hierzu muB gesagt werden, daB lange vor 
.der Veroffentlichung’ der Arbeiten von BENOIT und SADRON der Gedanke 
der ,verbotenen Umgebung“ schon in einer Arbeit von LASKOWSKI und 
Bjork auftauchte (78). In dieser Arbeit wird jedoch weder die Abhangigkeit 
der GréBe h? von B noch irgendeine Vorschrift zur Berechnung von B fiir 
lange Ketten gegeben. Uberhaupt mu8 man sagen, daB alle diese Arbeiten 
‘eher zur Beriicksichtigung der spharischen Behinderung infolge der Wechsel- 
wirkung benachbarter Atome geeignet sind als fiir die Volumeneffekte in dem 
‘uns interessierenden Sinn. 

)Kinige Versuche zur Beriicksichtigung der Volumeneffekte bei Aufrecht- 
erhaltung der GAussfunktion und sogar der Beziehung h? ~ N unternahmen 
“MONTROLL (21) sowie FRISCH, COLLINS und FRIEDMAN (79). Sie beriick- 
’sichtigten die Tatsache, daB sich benachbarte Glieder der Ketten nicht tiber- 
‘decken diirfen. Da eine Beriicksichtigung einer beliebigen Wechselwirkung 
zwischen Nachbarn die Zerlegung der Kette in unabhingige statistische 
‘Elemente nicht beeinfluBt, bleiben hierbei die GAussfunktion fiir W(h) und 
die Proportionalitat zwischen h2 und N erhalten. Da wir aber hierbei in 
‘Wirklichkeit die Volumeneffekte als Effekte der Wechselwirkung aller 
-Glieder der Kette mit allen gar nicht beriicksichtigen, hat dieses Ergebnis, 
43 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik’ 
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im Gegensatz zur Ansicht von MONTROLL (21), keine Beziehung zu den | 
Eigenschaften realer polymerer Molekiile. Wir erwaihnen, daB der mathe- . 
matische Apparat von MONTROLL ebenfalls kritisiert wurde (80) [siehe auch . 
§1)]. 

hoy omtoeee ae Versuch zur Beriicksichtigung der Volumeneffekte unter 
Beibehaltung der Gaussverteilung W(h) stammt von FLory (82). Er ging | 
davon aus, daf die relative Anzahl der Konfigurationen der Kette, die einem 
gegebenen Wert / entsprechen, durch eine GAussfunktion W,(h) gegeben i 
wird, multipliziert mit dem Anteil der Konfigurationen, die nicht durch 
Volumeneffekte verboten sind; diesen Anteil bezeichnen wir mit F'(h): 


W (h) = Wo(h) -F(h). (6,3) ) 


Das Problem besteht in der Berechnung von F (h). Natiirlich sind die Volumen- - 
effekte gerade deshalb von (vergréBerndem) EinfluB auf die Kette, weil 
F(h) fiir verschiedene h verschiedene Werte hat (und zwar um so grdBere, | 
je groBer h ist). FLory jedoch ersetzt F(h) durch F = F(h) und vernach- - 
lassigt dabei natiirlich den Umstand, daf die Volumeneffekte die ver-. 
schiedenen Konfigurationen in ganz verschiedenem Mae beeinflussen. 
Weiterhin berechnet FLoRy die GroBe 


F = F(h). 


Die Methode, die er dabei benutzt, liBt sich leicht so verallgermeinern, dab 
sie sich auch zur Berechnung der Funktion F(k) verwenden ]éBt. Man be- 
trachtet ein kleines Gebiet des von der Kette eingenommenen Raumes, ini 
dem die Dichte der Segmente!) als konstant angenommen werden kann. 
Dies Gebiet wird in »; Zellen zerlegt, und dann wird deren Besetzung mit. 
n;-Segmenten betrachtet. 
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das (k + 1)-te Segment mit einem dery 
vorhergehenden zusammenfiallt, ist gleich k/y;. Hieraus sieht man leicht, daBi 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB nie zwei Segmente zusammenfallen, 
folgenden Wert hat t 


- nj—1 k At f 
4= 0 (.— ‘) Mme 7%, (6,4% 


As;, deren Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt des Molekiils identisch sei.i| 
Dann ist 
ny = nW (8;) As;, 


4nsiAs; | 

w= widen SG aay (6,5°)) 

v | 

wobei W(s;) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB der Abstand eines Seg.) 
ments vom Schwerpunkt des Molekiils gleich s; ist; n ist die Gesamtzahl der!’ 
Segmente und v das Volumen einer Zelle. 


1) Die Segmente, von denen hier die Rede ist, sind nicht identisch mit den oben erwahnter} 
Segmenten von KuHN. Ihre Ausdehnung ist kleiner als die Ausdehnung der KuHNscher 
Segmente und nahert sich schon der Ausdehnung des monomeren Gliedes. . 


= 2 a 
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Nehmen wir W (s;) als GAussfunktion an und wihlen wir ihren Parameter so 
obi -- eee 
da8B s} = R?=— 6” N A? ist, wobei der Faktor x angibt, um das Wieviel- 


fache sich.die Abmessungen der Kette infolge der Volumeneffekte aindern, so 
erhalten wir 27 * 

InF = Yinjj =— > — 

n x n hi ols al (x2 N A?)'/s ‘ (6,6) 


FLory nimmt an, da8 die Linge des Segments l’ = v!/3 und daB nl’ = NA 
sei. Dann nimmt die Gleichung (6,6) folgende Form an 


CYN (6,7 


d 


) 


wobei re 27 Viel 
Pig A 44 


(6,7 a) 


Die GréBe C 1iBt sich im Rahmen der Theorie von FLoRy nicht berechnen, 
so daB man nicht zu quantitativen SchluBfolgerungen aus den Formeln (6,6) 
und (6,7a) gelangt. 

Die dergestalt berechnete GréBe F hingt nicht von h ab, so daB man mit 
ihrer Hilfe und unter Benutzung der Gleichung (6,3) die Volumeneftekte 
nicht unmittelbar beriicksichtigen kann. FLORY versucht diese Schwierigkeit 
dadurch zu tiberwinden, daB er die Konfiguration eines Systems aus G Mole- 
kiilen betrachtet. Die Gesamtzahl dieser Konfigurationen, die einer ge- 
gebenen Verteilung A; entsprechen, betragt 


G; 


(6,8) 


Hierbei ist G;! die Anzahl der Molekiile mit den Abstand h; zwischen ihren 
Enden; «@; ist die Anzahl der Konfigurationen eines einzigen Molekiils, die 
diesem Abstand entsprechen. Bezeichnen wir die Gesamtzahl der Konfi- 
gurationen des Molekiils mit w,, die Gesamtzahl der Konfigurationen des 
Systems mit 2, und beriicksichtigen, daB 


4 = Wo Wo(hi) - F, (6,9) 
ist, so erhalten wir unter Benutzung der STIRLINGschen Formel 


Q ‘ 1 BUA) ) 
In Q = == G« )+ 2 G;1 aE (ret 
Die GréBe F ist oben bestimmt worden; wir brauchen also nur noch das 
zweite Glied abzuschaitzen. Zu diesem Zweck nimmt FLORY an, daB man 
unter Beriicksichtigung der Volumeneffekte setzen kann: 


(6,10) 


G=—G. W, (=). (6,11) 


43* 
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denn ohne Beriicksichtigung der Volumeneffekte ist Gjg = GW, (h,); die — 
GréBe x hat hier die gleiche Bedeutung wie in den Gleichungen (6,6) und 
(6,7). Setzen wir (6,7) und (6,11) in (6,10) ein, so erhalten wir leicht 


Q ; CYN 3 (x2 — 1) 
nf =6|- pe +3Inz | 


Die Gleichung fiir x erhalten wir aus der Maximumsbedingung fiir diesen 
Ausdruck (sein Maximum entspricht dem Maximum der Entropie) 


x8 — 43 = CYN. (6,13) 


Man sieht jedoch leicht ein, daB FLORYs Ergebnis widerspruchsvoll ist. In | 
der Tat ist die Anzahl] der Konfigurationen eines einzigen Molekiils, wie aus _ 
den Formeln (6,9) und (6,7) hervorgeht, eine monotone Funktion von x, 
wihrend die Anzahl der Konfigurationen eines Systems aus G@ nicht mit- 
einander in Wechselwirkung stehender Molekiile [Gleichung (6,I2)] ein 
Maximum bei dem Wert von x hat, der der Gleichung (6,13) geniigt. 

Dieser offensichtliche Widerspruch beruht darauf, daB FLoRy den Einflu8 
der Volumeneffekte nicht in einheitlicher Weise beriicksichtigt. Ausgehend 
von Gleichung (6,9) miiBten wir, wie GRIMLEY (83) zeigte, statt (6,11) den 


Ausdruck 
Woh) Fy) 
7 


(6,12) 


benutzen. Durch Einsetzen von (6,14) in (6,10) erhalten wir statt (6,12) 


Q . 
In 2, = Gin iF’. (6,15) — 
Dieser Ausdruck ist eine monotone Funktion von x, so daB sich aus ihm keine 
Bedingung ergibt, die (6,13) entspricht. ' 
In Erwiderung auf die Einwainde von GRIMLEY sagte FLoRyY (84), die Ein- © 
setzung von (6,14) sei nicht gerechtfertigt, da wir uns damit auf den Fall der © 
wahrscheinlichsten Verteilung beschrinkten. Dieses Argument ist aber nicht | 
stichhaltig, denn FLORY selbst setzt in (6,10) die wahrscheinlichste Ver- | 
teilung (6,11) ein und nicht diejenige, die aus seiner Formel (6,9) folgen | 
wiirde. ) 
In letzter Zeit unternahm man einige Versuche, auf die GAussfunktion zu | 
verzichten; die hierbei angewandten groben Niiherungen hatten aber zur || 
Folge, daB die in diesen Arbeiten abgeleiteten Formeln keinen physikalischen 
Sinn mehr haben. Diese Versuche stammen von HERMANS (85) und HAD- 
WIGER (86), HERMANS, KLAMKIN und ULLMANN (122) und GRIMLEY (123). 
Die Verfasser der ersten drei Arbeiten gehen von einer Rekursionsformel aus, ,| 
die den Zusammenhang zwischen den Verteilungsfunktionen fiir die Ab- || 
stande des k- und (k + 1)-ten Atoms vom Koordinatenursprung darstellt: 


Wh +8 k+1) =/W(h, b ya) da, (6,16) || 


hierbei ist y($) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Glied, das das k- und | 
das (k + 1)-te Atom verbindet, durch den Vektor 8 gekennzeichnet wird. Die »}) 
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Hauptschwierigkeit besteht in der Bestimmung der Funktion (3), die im 
allgemeinen von der Lage aller iibrigen Atome der Kette abhingt. Die Ver- 
fasser der genannten Arbeiten nehmen an, da8B die Funktion (3) durch die 
mittlere Dichte der iibrigen Glieder an der betreffenden Stelle bestimmt wird. 
Wiire diese Dichte gleich Null, so wire 


1 
y(3)d3 = > sin Odd, 


wobei # der Winkel zwischen den Vektoren § und 8 ist. Um das Vorhanden- 
sein der iibrigen Glieder zu beriicksichtigen, hat man diesen Ausdruck mit 
der Wabhrscheinlichkeit dafiir zu multiplizieren, daB das Glied, welches das k- 
und das (k + 1)-te Atom verbindet, wenn seine Richtung durch den Winkel ? 
gegeben wird, mit keinem anderen Glied kollidiert. Anstatt diese letztere 
Wahrscheinlichkeit zu berechnen, geben die Verfasser die Funktion y(8) im 
wesentlichen ganz willkiirlich vor, so daB sie fehlerhafte Ergebnisse er- 
halten. 

HERMANS (893) berechnete nicht die Funktion W (h) unter Beriicksichtigung 
der Volumeneffekte, sondern beschrinkte sich auf eine Bestimmung von h?; 
er erhalt 


VN - As 


_ 78. 
R—NA ( hel as (6,17) 


wobei v, das Volumen des Gliedes ist. 

Nach der Formel (6,17) verringert sich der EinfluB der Volumeneffekte 
mit wachsendem Polymerisationsgrad N. Dieses Ergebnis ist offensichtlich 
falsch. Tatsachlich mu8 offenbar der EinfluB der Volumeneffekte, der durch 
das Verhaltnis der GréBe h? zu N A? gemessen wird, durch die Anzahl der 
Kollisionen in der Volumeneinheit der Kette bestimmt werden. Besteht die 
Kette aus N Gliedern, so ist die Anzahl der Kollisionen jedes Gliedes mit 
allen iibrigen proportional der mittleren Konzentration der Glieder, d. h. 
N vw (N A?)-*!:. 


Die Gesamtzah] der Kollisionen aller Glieder mit allen mu8 also proportional 


der GréBe 
4 Nt VN - 2% 
(N A2)/2 AB 


_ sein. VN vy 4-3 muB also auch die Rolle der Volumeneffekte in jeder Kette 
_ kennzeichnen. Es ist also klar, daB die Volumeneffekte eine um so gréBere 
Rolle spielen, je gréBer Anzahl und Volumen der Glieder sind und je kleiner 
_ A ist, d.h. je gréBer die Biegsamkeit der Kette ist. Offenbar entspricht die 
_von HERMANS abgeleitete Gleichung (6,17) dieser leicht einzusehenden 
_ Bedingung nicht und ist deshalb falsch, was schon aus der Willkirlichkeit 
_ ihrer Ausgangsannahmen hervorgeht. 

Auch GRIMLEY (122) erhielt eine Gleichung, die sich von (6,17) nur durch den 
/ Zahlenfaktor im zweiten Glied unterscheidet* er benutzte dabei ein etwas 
anderes Verfahren. Aus den oben angefiihrten Griinden ist also auch die 
_ Arbeit von GRIMLEY als fehlerhaft anzusehen Ein allgemeiner Mangel der 
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Arbeiten (85) und (122) besteht darin, daB sie tatsichlich nicht die Kolli- | 
sionen aller Glieder mit allen betrachten, sondern nur die Kollisionen des | 
letzten Gliedes mit allen iibrigen. Die Anzahl dieser Kollisionen ist propor- 


tional nicht YN v 4%, sondern ae . Offenbar kann man also auf diese | 


Weise die Volumeneffekte nicht abschitzen. 
In einer spiiteren Arbeit vervollkommnen HERMANS und seine Mitarbeiter _ 
(121) ihre Methode etwas, indem sie beriicksichtigen, daB die Dichte der — 
Glieder der polymeren Kette in der Umgebung des betrachteten Gliedes | 
gréBer ist als ihre mittlere Dichte, da ja alle Glieder miteinander zusammen- — 
hiingen. Hierdurch modifiziert sich das Endergebnis in der Weise, daB sich — 
der Einflu8 der Volumeneffekte als unabhangig vom Polymerisationsgrad | 
ergibt ” 
h? = N A? (: WS 3). (6,17a) 
Aus dem oben Gesagten geht hervor, da auch diese Formel falsch ist. 
HADWIGER (86), der eine andere, aber ebenfalls willkiirliche Voraussetzung 
iiber die Funktion y(3) macht, erhalt folgende Verteilungsfunktion: ; 


3 ( _aNWA 


2 
W(h) h? dh =const-¢ *** . Is dh, (6,18) 


dabei ist a ein Faktor, der mit dem Eigenvolumen der Glieder zusammen- - 
hingt und gegen Null geht, wenn keine Volumeneffekte vorliegen. Die 
Theorie von HADWIGER gibt keine Méglichkeit, die GréBe a in Beziehung 
zu den molekularen Gré8en zu setzen; man kann ihr nur entnehmen, da | 
a zwischen Null und Eins liegen mu8. Aus (6,18) sehen wir, daB der wahr- - 
scheinlichste Wert von A lautet: 


1 24 
n= get Pera) wa. (6,19) } 


5 / 2 : : ; 
Ist a = 0, so ist hy = 3 NA°, wie es auch sein muB [vergleiche (2,6a)]. 
Bei a = 0 folgt jedoch fiir groBe N aus (6,19) 


1 
h=3e NA. (6,20) | 


Dies bedeutet, daB die Kette mit wachsendem N nahezu eine trans-Kette¢ 
bildet, bei der hy proportional N ist. Das trifft aber offenbar nicht zu, denn’ 
mit wachsendem Polymerisationsgrad muB sich die Kette immer starker! 
zusammenkniueln, so daB sie immer stiirker von dem in die Linge gezogenen’ 
trans-Zustand abweicht. 
Aus dem gleichen Grunde mu8 der Versuch von SIMHA (87), zur Behandlung} 
des Problems der Volumeneffekte die Gleichung (2,25) 


ht=c,N + c,N? 
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zu verwenden, als verfehlt angesehen werden; diese Gleichung beruht nim- 
lich darauf, daB die Funktion 7; ({,) keine Kugelsymmetrie hat. 

Auch in diesem Fall erhalten wir offenbar ein unsinniges Ergebnis, nimlich 
wieder die allmahliche Anniherung der Kette an den trans-Zustand mit 
wachsendem Polymerisationsgrad. 

Dies waren die wichtigsten in der Literatur vorhandenen Versuche zur Be- 
riicksichtigung der Volumeneffekte. Wir werden auf die vorwiegend quali- 
tativen Arbeiten von TAYLOR (49) und SIMHA (88), auf die rein phanomeno- 
logische Arbeit von Opp (89) und auf den miBlungenen Versuch von BRYANT 
(90), von dem der Verfasser selbst in der Folge (91) Abstand nahm, nicht 
naher eingehen. 

Der zeitlich letzte Versuch zur Beriicksichtigung des Einflusses der Volumen- 
etfekte auf die Abmessungen eines polymeren Molekiils in Lésung stammt von 
den Verfassern dieses Artikels (92). 

Unsere Methode stiitzt sich auf die Gleichung (6,3), (6,4) und (6,5), die 
FLoRY angibt; im Gegensatz zu diesem Forscher ersetzen wir jedoch nicht 
den Anteil der Konfigurationen, die durch die Volumeneffekte nicht aus- 
geschlossen werden, durch seinen Mittelwert. 

Wir haben also 


W (h) h? dh = W,(h) F(h) h? dh, (6,21) 
mit ape 
W,(h) = const -e Jal (6,21a) 


Ebenso wie FLory betrachten wir nun das Volumenelement x, x + dz; 
y, y + dy; z,z + dz und zerlegen es inv Zellen, deren Abmessungen gleich 
denen eines Gliedes sind. Dann ist 
dxdydz 
A gaat jibes sob 
Uo 

wobei v, das Volumen des Gliedes ist. 
'Die Anzahl der Glieder in dem betrachteten Volumenelement bei einem 
' Abstand zwischen den Kettenenden von der GréBe h bezeichnen wir mit 
n(x, y,z;h) =NW (a, y,z;h). Unter Benutzung der Gleichungen (6,4) und 
(6,5) erhalten wir dann 


In F(h) = — 22 N?% [ W?2 (s;h)- 8? ds, (6,22) 
0 


> 


dabei ist W(s; h) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in einem Molekiil, fiir das 
_der Abstand zwischen seinen Enden h betriagt, irgendein Glied den Abstand s 
‘vom Schwerpunkt der Kette hat. 

‘Wir betrachten die Funktion W(s;h) als GAussfunktion mit einem von h 
‘abhingigen Parameter’): h)\3 
) W (83h) = Fal a (6,28) 
i Mh 

1) Man kann zeigen (123), da unter Vernachlassigung der Volumeneffekte die Verteilungs- 
funktion der Dichte der Segmente relativ zum Schwerpunkt nahezu eine Gauss- 
funktion ist. 

Nimmt man an, daB sie diesen Charakter auch bei Beriicksichtigung der Volumeneffekte 
beibehalt, so macht man keinen grofen Fehler, da das Ergebnis fast gar nicht von der 


| Form dieser Funktion abhangt (82). 
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Den Parameter £(h) bestimmen wir aus der Bedingung, da8 s? gleich dem 
mittleren quadratischen Tragheitsradius einer Kette mit festem Abstand h 
zwischen ihren Enden sein muB (siehe Abschnitt 3). 
Fiir eine GAusssche Kette mit festem Abstand zwischen den Enden erhalten | 
wir aus (3,20) 1 1 
[ina eerie NA a 2. 6 
(Rib = 7g NA? + Gh (6,24) 
Die Volumeneffekte miissen sowohl h als auch R um den gleichen Faktor x ¢ 
vergroBern. Unter Beriicksichtigung der Volumeneffekte gilt also | 


oT aes 2 1 32 

Ri = 7 NA + 75”: (6,28) 
Aus der Bedingung Be ee ie x? NACL 1 he 

oO ft ge 12 
erhalten wir 18 
PQ) = Sar — 
Daraus folgt 3 \3N2u, ] 
In F(h) = — Vx 2 (2 N A2 + h?)*/2 (6,27) 


und 


3h? ( 3 ) N*v, 1 


W(h)h? dh =const-e 79" We! 7 GNa+ey has gy (6 gene 


Gleichung (sie gilt fiir x > 1): 
3 AP Tile 
hea A? Zs nes YNr% — x}, (6,28 aw 
vy Va A3 
Andererseits ist he — x2 NAB, (6,28b): 


Durch Vergleich von (6,28a) und (6,28b) erhalten wir if 
9 \Sa7ar.. V/s ; 
ya == : : Bey YN % ; (6,29%) | 

2|2\Vn) 43 


Der mittlere quadratische Abstand zwischen den Enden der Kette, der weger 
der Schirfe und Symmetrie des Maximums der Verteilungsfunktion (6,28%) 
praktisch mit dem Quadrat des wahrscheinlichsten Abstandes iiberein: 


stimmt, ist also Saar. 4 
a a7 Ce fo ee A (6,301) 
2°\2 Vx A8 . eal 


A= +eosal+yn oe 
1—cosa l—y 


mit 
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Diese Gleichung gilt nur fiir hinreichend groBe Volumeneffekte, so daB man 
sich nicht wundern darf, wenn bei v) > 0 die GréBe h? gegen Null statt gegen 


N A? geht. 
Fiir kleinere Volumeneffekte erhalten wir 
i? = 22 NAB; oma (2) (6,30a) 
, 27): Vz en ’ 


Bei vy — 0 liefert diese Formel x — 1 und h? > N A®. Bei x > 1 geht sie in 
Forme! (6,30) iiber. 

Wir machen darauf aufmerksam, daf man die Formel (6,30a) auch aus den 
FLoryschen Gleichungen (6,13) und (6,7a) ableiten kann, wenn man die darin 
vorkommende Konstante C etwas abindert. 


Cc a et a y 6 31 
2/2777! A+ N j ( ; ) 


FiLory fihrte die Segmentlinge l’ = v/s ein und setzte nl’ = NA, so daB 
er aus (6,31) erhielt 27 r 


“% Os 7°! ; A " 


C (6,7 a) 


Wegen der Unbestimmtheit der GréBe I’ 1aBt diese Formel keine quanti- 
tativen SchluBfolgerungen zu. 

Die Gleichung nl’ = N A ist aber falsch. Zwischen I’ und A kann man iiber- 
haupt keinen Zusammenhang finden, da die GréBe l’ von dem Eigenvolumen 
des Gliedes samt allen Anhangseln abhangt, waihrend die Gréfe 


eee 
L—cosa 1—7 


durch die Linge der Glieder der Hauptkette, die Valenzwinkel und den Grad 
der Hemmung der inneren Drehung bestimmt wird. Es ist also klar, daB diese 
GréBen vollig unabhangig voneinander sein miissen. 

Fiihren wir, statt die Beziehung nl’ = NA zu benutzen, Zellen ein, deren 
Volumen gleich dem Volumen v, eines Gliedes ist, und betrachten wir die 
Verteilung der Glieder auf diese Zellen, so erhalten wir in (6,31) 


0=¥, und » =. 


Unter diesen Bedingungen ist 


Ae ah é 
C=5-,5) (6,31a) 
3 InN 
i 8 oe (+. sca (6,32) 
J OUP ji “4s ’ 


Wie wir sehen, unterscheidet sich diese Gleichung nur unbedeutend von der 
von uns angegebenen Gleichung (6,30a). In der letzten Arbeit von FLORY und 
Fox (100) findet sich eine andere Herleitung der Gleichung (6,30a) und eine 
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weitere Verallgemeinerung dieser Gleichung, die den Einflu8 des Lésungs- — 
mittels beriicksichtigt. Die Verfasser betrachten die durch den Faktor % — 


bei der GréBe VN A? gegebene Aufblahung der Kette als das Ergebnis einer | 


Mischung der Glieder des Polymers mit den Molekiilen des Lésungsmittels. 


Diese Vermischung ist verbunden mit einer Anderung des thermodynamischen | 


Potentials 4®@ = AH — T AS, die natiirlich negativ sein muB. 


Das energetische Glied 4H wird gegeben durch die bekannte Gleichung von . 
AH = BV, 2, (6,33) 


HILDEBRANDT (118, 119): 


dabei ist V, das Molvolumen des Lésungsmittels, v, die Volumenkonzentration | 
des Pyne und B ~ E,, — Ey, — E,, eine Konstante, die die Anderung — 
der intermolekularen Wechselwirkungsenergie bei der Vermischung kenn- — 


zeichnet (£,,, Hy, Ey, sind die Kohiisionsenergiedichten fiir das Lésungs- 
mittel, das Polymer und das Gemisch beider). 

Haben das polymere Molekil und das Loésungsmittel intermolekulare 
Wechselwirkungen von der gleichen Gré8enordnung, so kann man annehmen, 


daB H,, etwa gleich V H,, Hy. ist; dann ist B proportional (VE, — VE," und 


AH > 0,d.h. die Mischung ist energetisch nicht vorteilhaft. In Wirklichkeit | 


k6nnen auch Fille eintreten, in denen die Vermischung mit einer Abnahme 
der Energie des Systems verbunden ist. 

Das Entropieglied 4S besteht aus zwei Anteilen. Den ersten Anteil bildet 
die Mischungsentropie, die natiirlich stets positiv ist und demzufolge die 
Mischung begiinstigt. Auf ein Mol gerechnet ist 


AS, & p Re}, (6,34) 


wobei, y ein empirischer Parameter ist, der fiir eine gegebene Zusammen- © 


stellung Polymer-Lésungsmittel konstant ist (124); R ist die Gaskonstante. 


Der zweite Anteil stellt die Anderung der Konfigurationsentropie der Kette _ 
bei ihrer Aufblihung dar. Die Verfasser nehmen wie bisher an, daB die © 
Verteilungsfunktion bei der Aufblihung der Kette eine GaAussfunktion © 
bleibt. Dann mu8 eine Kette mit einem Abstand A zwischen ihren Enden ~ 


bei einer Aufblahung um den Faktor x ihre Konfigurationsentropie um 


W (x h) ‘ 
-AS(h) =kin Why = 3k ln x — 3k f? h? (x? — 1), (6,35) | 
andern, wobei 8 \3 
Wh) = 4x (-] cP h* h2 dh (s. § 2). 
V2 


ist. 
Integrieren wir iiber alle h und beziehen wir uns auf ein Mol, so erhalten 
wir 


9 


“~ 


AS, = —3x(=>-— In x), (6,36) 


Der Gleichgewichtszustand entspricht einem Minimum des thermodyna- : 


d(A®) 
dx 


mischen Potentials, das sich aus der Bedingung 


—~=0 ergibt. Zur || 
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Berechnung der Abhingigkeit der GréBen 4H und AS, von x zerlegt man die 
Kette in Schichten der Dicke 4s;, deren Abstand vom Schwerpunkt s; be- 
trigt. Der MischungsprozeB8 wird als Hindringen von 7, Molekiilen des 
Lésungsmittels in die j-te Schicht aufgefa8t. Dann ist 


GNA es) ee Vy > ON; 
i ea Re P 2: ti Oy 
und 
0(AS) _ 5914S) _ vB y., Ony 
dx F Ox “v2 2) Ox. 


© Beriicksichtigt man, daB das Volumen der j-ten Schicht in der aufgeblahten 
Kette 42x° sj 4s; betriigt und betrachtet die Verteilung der Glieder auf 
diese Schichten als GAusSverteilung, so erhalt man aus der Bedingung 


(4%) 0(AH—TAS.—TAS,) 


Ox Ox coe 
die Gleichung 
| 75 — x3 = 20 y yp (: = 7) Vu (6,37) 
mit 
Spat ENT + (wa) 
Mo Mhgth Ny V,\N A) 
BY, (6,38) 
aon 


(v ist das spezifische Volumen des Polymers, WM sein Molekulargewicht, N4 
die AVOGRADOsche Zahl). 

Sind die Molekiile des Lésungsmittels identisch mit den Gliedern des Poly- 
» mers (Lésung des Polymers im hydrierten Polymer), so ist 


B=0 und oe V5. 


- In diesem Fall geht, wie man leicht sieht, die Gleichung (6,37) in (6,32) tiber, 
die sich nur unbedeutend von unserer Gleichung (6,30a) unterscheidet. Im 
allgemeinen Fall kann x, wie die Gleichung (6,37) zeigt, sowohl kleiner als 
auch gréBer als Eins sein, je nachdem ob 7 kleiner oder gréBer als die 
charakteristische Temperatur 9 ist, die die Bedeutung einer kritischen 
_ Mischungstemperatur fiir die gegebene Zusammenstellung Polymer-Lésungs- 
-mittel bei M = oo hat. 

| Dies bedeutet, daB die Wechselwirkung der Segmente der polymeren Kette 
/ untereinander und mit den Molekiilen des Lésungsmittels nicht nur zu einer 
| Aufblahung, sondern auch zu einer Kontraktion der Kette gegeniiber ihrer 
i ,idealen‘’ Abmessung V NA? fiihren kann. 

Ein MaB fiir die Wechselwirkung zwischen den Segmenten polymerer Mole- 
' kiile in Lésung bildet der zweite Virialkoeffizient in der Reihenentwicklung 


‘des osmotischen Drucks der Lésung des Polymers nach der Konzentration | 
(118): = | 
; | 
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Eu 1 . i 
as bt es 6,39) | 
Rr aw? + A,c? + (6,39) | 

| 
er kennzeichnet die Abweichung der polymeren Lésungen vom VAN ’T HOFF- | 
schen Gesetz. | 
Die Theorie des zweiten Virialkoeffizienten liefert (124): 


6 | 

« id aa oa 6,40 
Ein Vergleich der Formeln (6,37) und (6,40) fiihrt zu dem SchluB, daB | 
x5 — x8 ~ Ay. (6,41) ) 


Hangt also der osmotische Druck starker von der Konzentration ab, als das ; 
nach dem VAN ’T HorFschen Gesetz der Fall sein miiBte, so blaht sich das ; 
Molekil in Losung auf; hangt er schwacher ab, so zieht es sich zusammen. . 
Bei A, = 0 ist x = 1, d.h. das Molekiil hat auch in Lésung Abmessungen, . 
die gegeben sind durch die Formel 


h? = NA2, 


Die Herleitung der Formel (6,37) durch FLORY und Fox ist sehr unvoll- - 
kommen; man kann gegen sie fast dieselben Einwiinde erheben, wie gegen * 
die urspriingliche Herleitung von FLory. 
Insbesondere wird auch in diesem Fall der nicht-GAusssche Charakter der! 
Verteilungsfunktion W(h) ignoriert. AuBerdem hat die Behandlung in ge- 4 
wissem Grade nur phaénomenologischen Charakter; die Verfasser machen’ 
fast gar nicht den Versuch, den einzelnen Faktoren, die auf x von EinfluB! 
sind, einen unmittelbaren molekulartheoretischen Sinn beizulegen und dieset 
Faktoren aufzugliedern, indem sie etwa die Rolle der Volumeneffekte ab- 
trennen. 
Man kann dennoch sagen, daf die Gleichung (6,37) die Hauptziige der Er.” 
scheinung richtig wiedergibt. Insbesondere liefert die Gleichung (6,37) fir 
eine Lésung des Polymers im hydrierten Monomer Ergebnisse, die mit deni 
unsrigen praktisch iibereinstimmen. In diesem Fall bleiben von simtlichen: 
Faktoren, die auf x von EinfluB sind, nur die Volumeneffekte ibrig, die wir! 
unter Beriicksichtigung des nicht-GAussschen Charakters der Verteilungs- . 
funktion auf molekularkinetische und nicht auf phanomenologische Weise< 
behandelt haben. 

Unsere Behandlung beriicksichtigt jedoch bei weitem nicht sdmtliche Arten: 
der Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Teilen der Kette. Fihrti| 
man die Analogie zwischen der Theorie der polymeren Kette und der Theories 
der realen Gase weiter, so ist die Einfiihrung der Volumeneffekte aiquivalent(() 
der EKinfiihrung der VAN DER Waatsschen Korrektur 6. AuBerdem muBl} 
aber auch die Anziehung zwischen den verschiedenen Teilen der Kette von 
Kinflu8 auf ihre Abmessungen sein (VAN DER WAALSsche Korrektur a).) 
Diese Anziehung wird immer in gewissem MaBe durch die Anziehung zwischen 
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4den Gliedern der polymeren Kette und den Molekiilen des Lisungsmittels 
kompensiert. 
Offenbar muB die gesamte Wechselwirkungsenergie der Kettenglieder fiir 
@verschiedene Konfigurationen verschieden sein. Unter Beriicksichtigung 
= dieser Wechselwirkung hat also die Verteilungsfunktion fiir die Abstinde 
zwischen den Kettenenden die Form (93) 
=) 
Wh) = W(h)-e *7, - (6,42) 


dabei ist W,(h) die Verteilungsfunktion ohne Beriicksichtigung der Wechsel- 
wirkung; E(h) ist die gesamte Wechselwirkungsenergie simtlicher Glieder 
einer Kette, fiir die der Abstand zwischen den Enden h ist. 
Man kann die Polymere in drei Gruppen einteilen, die sich durch die Form 
der Funktion £(h) unterscheiden: 


1. Polyelektrolyte, in denen die Funktion H(h) durch die elektrostatische 
AbstoBung der gleichnamigen Jonen bestimmt wird; 


2. polare Polymere, in denen die Funktion H(h) durch die Induktions- und 
Orientierungswechselwirkung der Dipole sowie durch Dispersionskrifte be- 
stimmt wird; 

3. unpolare Polymere, in denen die Funktion £(h) nur durch die Dispersions- 
krafte zwischen den verschiedenen Gliedern bestimmt wird. 


Bis heute wurde der EinfluB der Wechselwirkung auf die Konfiguration der 
Kette nur fiir den einfachsten Fall der Polyelektrolyte theoretisch unter- 
sucht (24, 94, 95). In diesem Fall handelt es sich nicht um eine Anziehung, 
sondern um eine AbstoBung der verschiedenen Teile des Molekiils, was zu 
einer VergréBerung der mittleren Abmessung der Kette und damit auch 
j ihrer inneren Viskositit fiihrt. Die theoretisch berechnete (24) Kurve der 
| Abhangigkeit der inneren Viskositat vom Ionisationsgrad der Kette (d. h. 
} vom Verhaltnis der Anzahl der Jonen in der Kette zur Gesamtzahl der Glieder) 
' steht in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen. Die 
j Methoden, die in den oben angefiihrten Arbeiten zur Untersuchung der 
Polyelektrolyte angewandt werden, lassen sich offenbar auch auf die Beriick- 
) sichtigung des Einflusses der Anziehung zwischen den Gliedern auf die Kon- 
figuration polarer und unpolarer Polymere verallgemeinern. Hierbei spielt, 
| wie wir weiter oben zeigten, das Lésungsmittel eine besonders wesentliche 
Rolle. 

i; Eine etwas eigenartige Bedeutung hat die Wechselwirkung zwischen den 
Anhangseln der Kette an benachbarten Gliedern. Sie fiihrt dazu, da man 
» die Drehungen um benachbarte Glieder in der Kette streng genommen nicht 
+ als vollig unabhangig ansehen kann, wie wir das im Abschnitt 4 bei der Be- 
‘ rechnung von h? taten. Die Beriicksichtigung der Korrelation zwischen den 
* Drehungen um benachbarte Glieder kann aber natiirlich die Statistik, der 
i die polymere Kette gehorcht, nicht wesentlich 4ndern; sie mu8 aber zu einer 
) Anderung der GriBe des statistischen Elements fiihren. Fiir den Fall geringer 
Korrelationsenergien ist diese Abschatzung in der Arbeit (45) von den 
® Verfassern dieses Artikels durchgefiihrt worden. 
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7. Experimentelle Daten iiber die Abmessungen polymerer Molekiile 
in Lésung; Vergleich zwischen Theorie und Experiment 


| 
Bisher betrachteten wir die modernen theoretischen Vorstellungen iiber | 
Form und Abmessungen polymerer Molekiile in stark verdiinnten Lésungen. | 
Jetzt geben wir einen ganz kurzen Uberblick iiber die Methoden zur experi- | 
mentellen Bestimmung der Abmessungen der Molekiile; wir werden dann die 
oben dargelegte Theorie mit dem Experiment vergleichen kénnen. Die Be- 
schreibung der experimentellen Me- 
thoden soll uns nicht eingehend be- 
schaftigen; der Leser findet sie in der ° 
Spezialliteratur. Wir beschranken uns | 
auf einen Hinweis auf die Grundlagen, 
auf denen die verschiedenen Methoden 
beruhen. 
Die heutzutage verbreitetste Methode : 
zur Bestimmung der Abmessungen 
Abb. 18: Streuung von Licht durch ein groBes polymerer Molekiile in Lésung ist die » 
Teilchen. der Lichtstreuung. Wir betrachten die + 
Streuung des Lichts durch ein Teil- 
chen, dessen Abmessungen vergleichbar mit der Wellenlainge sind [beispiels- 
weise ein polymeres Molekiil (96—99)]. 
Auf dieses Teilchen mégen zwei Strahlen S, und S, mit iibereinstimmenden 
Phasen auffallen (Abb. 18). Wie man leicht sieht, mu die Intensitit des = 
Streulichts im Punkt C, gr6Ber sein als im C,, da die Phasen der beiden : 


J(8) 


b) 


Abb. 19: Ungefihrer Verlauf der Indikatrix fiir Lichtstreuung a) bei einem kleinen und b) bei einem groBen: 
Teilchen. 


Wellen im Punkt C, weniger voneinander verschieden sind als im Punkt C,., 
Die Streuung nals vorn“ ist also intensiver als die ,,nach hinten‘‘ (MIE- 

Effekt). | 
Die Indikatrix der Streuung J(%), die fiir kleine Teilchen symmetrisch zum) 
Winkel ? = 90° liegt (9 ist der Winkel zwischen gestreutem und einfallendemy, 
Strahl) (Abb. 19a), nimmt fiir gro8e Teilchen eine asymmetrische Form an, 
wie sie in Abb. 19b dargestellt ist. Offenbar muB dieser Unterschied in deni 
Intensititen des unter verschiedenen Winkeln gestreuten Lichts unmittelban . 
mit den Abmessungen des streuenden Teilchens zusammenhiingen. 
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Der Gedanke, die Asymmetrie der Lichtstreuung zur Bestimmung der 
Abmessungen polymerer Molekiile in Lésung zu benutzen, geht auf DEBYE 
(54) zuriick. Fiir einen statistisch verknauelten Klumpen zeigte DEBYE, dab 


2 
J(d) = zZ [e~-*— (1 — x)] J° (7,1) 
mit 
hee 
= 37: h? sin? = : (7,1a) 


ist, wobei A die Wellenlinge des auffallenden Lichts in der Liésung und 
J(9) = J° bei 3 = 0 ist. 

Es muB gesagt werden, daB diese Formel sich auf Sik verdiinnte Lésungen 
bezieht, in denen man den EinfluB der polymeren Ketten aufeinander ver- 
nachlassigen kann. 

Die Messungen erfolgen gewoéhnlich bei den beiden Winkeln # = 45° und 
135°. Wie man aus (7,1) leicht entnimmt, ist 


(7,2) 


Mit Hilfe dieser Methode kann man h? ziemlich genau bestimmen; sie hat 
jedoch mindestens zwei Nachteile (45). 

Erstens wird die Asymmetrie des Streulichts erst bei hinreichend groBen 
Molekulargewichten der untersuchten Molekiile merklich (1 Million und 
hGher), so daB die Methode sich nur auf die h6chstmolekularen Fraktionen 
der Polymeren anwenden laBt. Zweitens ist die Methode der Lichtstreuung 
auBerst empfindlich gegen alle méglichen Verunreinigungen in den unter- 
suchten Substanzen, wodurch ihr Anwendungsbereich wiederum betrachtlich 
eingeschrankt wird. 

Auch aus dem hydrodynamischen Verhalten, namlich der Viskositat, Diffu- 
sion, Sedimentation, Doppelbrechung usw. der polymeren Molekiile kann 
man in gewissem Grade Schliisse auf ihre Abmessungen ziehen. Die Theorie 
dieser Effekte enthalt notwendigerweise Parameter, die die Abmessungen 
der Molekiile kennzeichnen. Alle diese Theorien gehen aber von bestimmten 
Modellvorstellungen iiber die Struktur der Molekiile und ihre hydrodyna- 
mische Wechselwirkung mit dem Lésungsmittel aus, so daB die mit Hilfe 
dieser Methoden gewonnenen Ergebnisse in mancher Hinsicht zweifelhaft 
erscheinen miissen?). 

Durch all dies wird der Versuch nahe gelegt, eine Kombination der hydro- 


’ dynamischen Parameter zu finden, mit deren Hilfe man die Molekiil- 


abmessungen ohne Heranziehung von Modellvorstellungen bestimmen kann. 
Eine solche Kombination entdeckte kiirzlich W. N. ZWETKOW (45); er 
zeigte, daB das Verhaltnis der Diffusionskonstanten von Translation und 


1) Die letzte Bemerkung gilt in gewissem Umfange auch fiir die Methode der Lichtstreuung. 
In der Tat wurde die Formel (7,1) unter der Voraussetzung abgeleitet, dais die Kette der 
Gaussschen Statistik geniigt; auch dies beruht, wie wir weiter oben andeuten (§ 6), auf 
bestimmten Modellvorstellungen. 


° 
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Rotation polymerer Molekiile gréBenordnungsmaBig gleich dem mittleren | 
quadratischen Tragheitsradius R? des Molekiils ist: 


en 


Ile 


t h2 : 7 
pre: = ‘ 
l ; ( ) 


o| 


W.N. ZWETKOW war es auch, der eine zuverlaissige Methode zur Bestim- 
mung des Translations-Diffusionskoeffizienten polymerer Molekiile angab 
(103); der Rotations-Diffusionskoeffizient liBt sich durch Messung der | 
Orientierungswinkel der Strémungsdoppelbrechung bestimmen (53, 104, 105). 
Die auf diese Weise gewonnenen Werte fiir h? stimmen groBenordnungsmabig 
mit denen iiberein, die man mit Hilfe der Lichtstreuung erhalt. 

Vor kurzem wurde auf die Méglichkeit einer réntgenographischen Bestim- 
mung der Abmessungen polymerer Ketten in Lésung hingewiesen (106); 
jedoch kann diese Methode bisher noch nicht als hinreichend ausgebaut 
gelten. 

Die zuverlassigste Bestimmungsmethode fiir die Abmessungen polymerer 
Molekiile ist heute immer noch die Asymmetrie der Lichtstreuung. Auf 
diesem Wege wurden die meisten in der Literatur enthaltenen Ergebnisse 
gewonnen. Besonders eingehend wurde hierbei das Polystyrol untersucht, 
und zwar in einem sehr groBen Intervall der Molekulargewichte und einer 
groBen Anzahl von Lésungsmitteln. Bedeutend weniger Angaben liegen iiber 
das Polyisobutylen und das Polymethylmetacrylat vor; Angaben iiber andere 
Polymere fehlen noch vdllig. 

Die experimentellen Daten iiber die Abmessungen der Molekiile von Poly- 
styrol und Polyisobutylen sind in den Abb. 20 und 21 dargestellt. Die punk- 


tierte Linie in diesen Diagrammen stellt die Abhingigkeit der GréBe h? von : 
N dar, die der Formel ee old ae | 
es 1 5 
he xe zt SOR (4,15) 
1 — cosa 


fiir den Fall der freien Drehung entspricht. Wie wir sehen, sind die experimen- 


tellen Werte fiir h2 in der Regel einige Male gréBer als die an Hand der 
Formel (4,15) berechneten. 

Hierbei hangt die GréBe h? iuBerst stark vom Loésungsmittel ab: im guten 
Lésungsmittel (Benzol fiir Polystyrol, Benzin und n-Heptan fiir Polyiso- 
butylen) sind sie bedeutend gréBer als in schlechten Lésungsmitteln (Bu- 
tanol fiir Polystyrol, ein Gemisch von n-Heptan und Propanol fiir Poly- 
isobutylen). Dieser Tatsache triigt die Gleichung (6,37) gut Rechnung; je 
besser das Lésungsmittel, desto niedriger ist niimlich 0, desto gréBer also x. 
Das von der Theorie vorausgesagte Anwachsen von h2 mit zunehmendem 4, _ 


wird ebenfalls experimentell qualitativ bestitigt, denn A, ist um so gréBer, 
je besser das Lésungsmittel ist. 


Wie wir im vorigen Abschnitt andeuteten, sagen unsere Formeln sowie die | 
von FLory und Fox eine starkere Abhingigkeit der GréBe h2 von M voraus | 
als eine direkte Proportionalitat, wahrend die Theorien aller iibrigen Forscher }} 
zu dem SchluB fiithren, daB® das h? proportional M ist. Die experimentellen || 


° 
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Daten sind noch au8erst diirftig, so da8 man noch keine endgiiltigen Schliisse 
ziehen kann; jedoch deutet der gréBte Teil der Messungen darauf hin, daB 
h? ~ M2 ist, wobei a > 1 ist. So ist fiir Polystyrol in Dichlorithan und 
Butanol @ = 1,10 (107), fiir Polystyrol in Benzol a = 1,10 (108) [nach 
— Messungen a = 1,00 (109)], fiir Polymethylmetacrylat in Aceton 
ee 1 12: 

Offensichtlich (vergleiche Abschnitt 6) kann man zur Bestimmung von n die 
Daten iiber die Lichtstreuung nur unter der Bedingung verwenden, daB 
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Abb. 20: Abmessungen des Polystyrolmolekiils in verschiedenen Lésungsmitteln. Kurve a: Formel (4,15), 
Kurve b: Formel (4,12). Experimentelle Daten: @ Benzol (108, 109), @ Toluol (107, 113, 114), 
A Dichiorathan (107), A Dichlorathylen (112), J Butanol (107, 112, 113), @ Tetrachlorkohlen- 
stoff (108, 110, 111), [_| Zyklohexan (107). 


A, = 0 und somit x = 1 ist. Bei A, > 0 erhalten wir aus den experimentellen 


Werten von h? zu hohe Werte von 7, aus denen man keinerlei Riickschliisse 
auf die Energetik der inneren Drehung ziehen kann. 

Leider wird dieser Umstand manchmal iibersehen; so versuchten DEBYE 
und BUECHE (116) die Form der Potentialfunktion U(p) zu ermitteln, indem 
sie Daten iiber das Dipolmoment und die Abmessungen polymerer Molekiile 
in guten Lésungsmitteln kombinierten. 

Aus den Abmessungen der Molekiile von Polystyrol (107, 109) und Poly- 
isobutylen (109) bei A, = 0 erhalten wir fiir diese beiden Polymere 7 = 0,71); 


1) Fiir Polystyrol miBte die Asymmetrie der Seitenketten beriicksichtigt werden, weshalb 
die Drehungsisomerie im Molekiil nicht durch eine, sondern durch zwei Konstanten ge- 


kennzeichnet wird: 7 = cos y und € = sin @. 

Die Rechnung zeigt jedoch, daf fiir die dl-Konfiguration der asymmetrischen Seitenketten, 
die vermutlich im Polystyrol vorliegt, der EinfluB von e auf h? unbedeutend ist. 
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selbst bei A, = 0 sind die Molekiile also etwa um den Faktor 2,5 langge. 
streckter als im Fall der freien Drehung. Fir das Polystyrol ist dieser Wert 
von 7 vom Standpunkt der Theorie der Drehungsisomerie recht verniinftig, 
dagegen fiir das Polyisobutylen zu hoch; dies ist offenbar ein Hinweis auf die | 
groBe Rolle der Korrelation zwischen benachbarten Drehungen in diesem | 
Polymer. In den Abb. 20 und 21 sind die Kurven 


cod 1s | 
Vie = (we pete S i= (4,13) 


1—cosa 1—y 


fiir 7 = 0,7 durch ausgezogene Linien dargestellt 
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Abb. 21: Abmessungen des Polyisobutylenmolekiils in verschiedenen Lésungsmitteln. Kurve a: Formel (4,15), i 
Kurve b: Formel (4,13). Experimentelle Daten: @ Benzin (110, 55), A n-Heptan (109), [ij n-Heptan | 
(90%) + Propanol (10%) (109), @ n-Heptan (80%) + Propanol (20%) (109). 


Ahnliche Werte von 7 (0,7 fiir Polystyrol und 0,6 fiir Polyisobutylen) er- - 
hielten FLORY und Fox (101) auch aus viskosimetrischen Messungen bei i 
A, =0. Auf diesem Wege wurden die Werte von 7 auch fiir eine Reihe » 
weiterer Polymere bestimmt, namlich fiir Naturkautschuk (102) (n ~ 0,5), , 
Guttapercha (102) (y ~ 0,4), Polymethylmetacrylat (110) (yn ~ 0,7), Poly- - 
dimetylsiloxan (116) (yn ~ 0,4), Zellulosetricaprylat (125) (7 ~ 0,7) und! 
Zellulosetributyrat (124) (yn ~ 0,8). 

Theoretisch laB8t sich der Wert 7 dieser Polymere nur fiir Kautschuk und i} 
Guttapercha berechnen. Der iiber die drei Einfachbindungen gemittelte : 
Wert 7 ~ 0,3 (siehe Tabelle 1) steht in guter Ubereinstimmung mit dem} 
Experiment. Wie bereits oben gesagt, beruhen aber die viskosimetrischen/ 
Bestimmungen der Molekiilabmessungen in zu hohem Mae auf Modell-. 
vorstellungen, so dafgS man die mit ihrer Hilfe gewonnenen Werte nicht’ 
als ganz zuverlissig ansehen kann. 


? 


| 
| 
. 
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Die theoretische und experimentelle Untersuchung der Abmessung_ poly- 
merer Molekiile in Lésung steckt heute noch in den Kinderschuhen. 

Im wesentlichen verfiigen wir bisher weder iiber eine zuverlassige experi- 
mentelle Bestimmungsmethode fiir diese Abmessungen, die unabhangig von 
Modellvorstellungen ist, noch iiber eine Molekulartheorie, die den Zusammen- 
hang zwischen dem Verhalten der polymeren Molekiile in Lésung und ihrer 
chemischen Struktur ermitteln kann. Das bisher Gesagte zeigt jedoch, daB 
die experimentellen und theoretischen Arbeiten der letzten Jahre schon die 
Grundtatsachen auf diesem Gebiet hervortreten lassen und gestatten, diese 
wenigstens qualitativ theoretisch zu deuten. 


Ubersetzt von H. VoGEL 
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Der Ursprung 
der kosmischen Strahlung und die Radioastronomie ') 


Von W. L. GINSBURG 
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Einleitung 


Die Frage nach dem Ursprung der kosmischen Strahlung erhob sich vor mehr 
als 40 Jahren, gleichzeitig mit der Entdeckung der kosmischen Strahlung. 
Eine lange Zeit hindurch hatte man jedoch keinerlei Kenntnis von der 
primaren kosmischen Strahlung, die die Grenzen der Erdatmosphare er- 
reicht, so daB es unmoglich war, das Problem des Ursprungs der kosmischen 
Strahlung ernstlich in Angriff zu nehmen. Es geniigt zu sagen, da man noch 
20 Jahre nach der Entdeckung der kosmischen Strahlung annahm, daB die 
Primarstrahlung aus harten Photonen bestehe; spater hielt man Elektronen 
fiir die Primarteilchen, und erst vor 10 Jahren konnte man endgiiltig fest- 
stellen, daB der gréBte Teil der Primairkomponente aus Protonen besteht. 
Die Heliumkerne und die Kerne der iibrigen Elemente in der kosmischen 
Primarstrahlung wurden erst im Jahre 1948 entdeckt, so daB also erst in 
den allerletzten Jahren die Zusammensetzung der Primarkomponente ge- 
klart werden konnte, deren Kenntnis unerliBlich zum Aufbau einer auf 
experimentellen Daten und nicht auf Spekulationen gegriindeten Theorie des 
Ursprungs der kosmischen Strahlung ist. 

Wir stellen jetzt kurz die Grundtatsachen iiber die Primarkomponente der 
kosmischen Strahlung auf der Erde dar [naheres findet sich in den Sammel- 
banden (/, 2)]. 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi Fiz. Nauk 51, 343, 1953. 
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1. Die Primairkomponente besteht aus Protonen (80 bis 85%), a-Teilchen 
(15 bis 20%) und Kernen anderer Elemente (Li, Be, B, C, N, O, Ne, Fe u. a.), 
wobei die Kerne mit Z > 2 zusammen in der Primarkomponente etwa 1g 
aller einfallenden Teilchen ausmachen. Wesentlich ist, daB die Zusammen- 
setzung der Kernkomponente der kosmischen Strahlung nicht mit der 
mittleren Zusammensetzung der Materie im Weltall iibereinstimmt. Insbe- 
sondere gilt dies von den Kernen Li, Be, B, deren Prozentgehalt in der 
kosmischen Strahlung eine Million mal gréBer ist als im ganzen Weltall. 


2. Das Energiespektrum der primaren Protonen und Kerne hat die Form 


(8) = =, 1H > By = | 108) a8 =F, (1) 
E, | 


wobei J die Intensitét der entsprechenden Teilchen, K eine Konstante und _ 
E die Gesamtenergie des Protons oder eines Nukleons im Kern ist (die : 
Energie des Kerns ist also AZ, wenn A das Atomgewicht des Kerns ist). | 
Im Energiegebiet zwischen 5 - 108 und 3 - 102° eV ist sowohl fiir die Protonen , 
als auch fiir die Kerne y = 2,0 — 2,2. Bei hohen Energien ist das Spektrum | 
nur fiir die gesamte Primairkomponente bekannt, nicht fiir Protonen und . 
Kerne getrennt. Zwischen 5 - 10!° und 102 eV ist y etwa 2,5, zwischen 10% 
und 10% eV ist y = 2,7 — 3. Es ist nicht ausgeschlossen, daB bei hohen 
Energien die Zusammensetzung der Primarkomponente von ihrer Zusammen- - 
setzung bei Energien unterhalb 3 - 10 eV verschieden ist. 
In der geomagnetischen Breite von 58°, wo in vertikaler Richtung nur * 
Protonen mit einer Energie oberhalb 1,5 - 109 eV auf die Erde auftreffen kénnen 
(Exin = E — Mc? > 5,6 - 108 eV), betrigt die Gesamtintensitat der Primar- - 
teilchen J ~ 0,3 Teilchen/em? - sec - steradian. Hieraus folgt wegen der © 
Isotropie der kosmischen Strahlung die Konzentration der kosmischen 
Primiarteilchen an der Erdoberfliche zu 


4 
N (E > 1,5-10% eV) = —= I (E > 1,5 - 10% eV) = 10- em-3 
und im Energiegebiet zwischen 5 - 108 und 3 - 1010 eV ungefahr zu 


0.) 
N(E) = a om-* eV-2, 


N(E>B#,) = [xa dE = = em-3, (2) | 


0 
E, 


wobei # und E#, in Elektronenvolt ausgedriickt sind). 


. . * 4 % 
1) Genauer ist bei Isotropie N(Z) = a I(E), wobei v die Geschwindigkeit der Teilchen } 


ist. Da bei Exin ~ 5,6 - 108 eV schon y ~ c ist und wir keinen besonderen Wert auf groBe » 
Genauigkeit legen, kénnen wir, wie im Text geschehen, setzen 


4n 
N(E>E,) ye I(k >Z£,). 


: 


\ 
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Die Energiedichte W = f Exin N(£) dE der kosmischen Strahlung nimmt 


Werte bis zu W ~ 1 eV/cm$ an [N (£) folgt entsprechend (2)]. Zum Vergleich 
sei gesagt, daB die Energiedichte der Strahlung in der Nihe der Ebene der 
Galaxis etwa 0,3 eV/cm® betriigt, wihrend die Energiedichte der Warme- 
strahlung in den ionisierten Gebieten des interstellaren Gases von der 
GréBenordnung 1 eV/cm? ist (dieser Wert ergibt sich bei einer Temperatur 
des Gases von etwa 10‘ Grad und einer Konzentration n von ungefihr 1cm-), 
Unter der Annahme, da8 sowohl Konzentration als auch Spektrum der 
kosmischen Strahlung in der Galaxis im ganzen nahezu den gleichen Wert 
wie in der Nahe der Erde haben, kann man also annehmen, da die Energie 
der kosmischen Strahlung vergleichbar ist mit der Energie der Warme- 
strahlung und der inneren Energie des interstellaren Gases oder diese sogar 
iibertrifit. 


3. Elektronen, Positronen und Photonen (d.h. die Teilchen der weichen 
Komponente) wurden in der kosmischen Primirstrahlung nicht beobachtet. 
Aus dem Experiment geht nur hervor, daB der Strom weicher Teilchen mit 
£ <1,2-10%eV nicht gréBer sein kann als 0,6% des gesamten primiren 
Teilchenstroms. Hieraus folgt, da8 die Konzentration der relativistischen 
Elektronen in der Nahe der Erde NV, (H > 1,2 -10®eV) < 5- 10-3 em ist. 


4. Aus dem Experiment weiB man, daB die kosmische Primiarstrahlung 
isotrop ist. Ferner ist ein Zusammenhang zwischen der kosmischen Strahlung 
und der Sonnenaktivitat sichergestellt. In dieser Hinsicht sind die starken 
Intensitatsschwankungen der kosmischen Strahlung besonders bemerkens- 
wert, die mit intensiven Sonnenprotuberanzen verbunden sind [siehe (J, 2)]. 
SchlieBlich muB das Abbrechen des Spektrums in hoher Breite, d. h. die 
Tatsache, daB im Spektrum der kosmischen Teilchen, die die Erde erreichen, 
Teilchen mit Impulsen fehlen, die kleiner sind als etwa 1,2 - 10® eV/e (fiir 
einfach geladene Teilchen) (2, 5), beriicksichtigt und erklart werden. 
Offenbar verdient eine Theorie des Ursprungs der kosmischen Strahlung 
nur dann Beachtung, wenn sie wenigstens mit den wichtigsten angefiihrten 
Tatsachen im Einklang steht. Unter diesem Gesichtspunkt ist die Unzu- 
langlichkeit einer ganzen Reihe alter Hypothesen tiber den Ursprung der 
kosmischen Strahlung sofort einzusehen. Beispielsweise erklart die mehrfach 
diskutierte Vernichtungshypothese nicht das Vorhandensein schwerer Kerne 
in der Primarkomponente. 

Das Vorhandensein einer elektrischen Ladung der Primirteilchen und alle 
vorhandenen Daten deuten unmittelbar darauf hin, dai die Beschleunigung 


der kosmischen Teilchen irgendwie mit elektromagnetischen Feldern zu- 


sammenhangt. Insbesondere ist von diesem Standpunkt aus das Vorhanden- 
sein verschiedener Kerne in der Primirkomponente ganz natiirlich, worauf 
ALFVEN (4) schon 10 Jahre vor der experimentellen Entdeckung dieser 
Kerné hinwies. Indessen ist die Behauptung eines elektromagnetischen 
Charakters der Beschleunigung so allgemein, daf sie an und fiir sich vollig 
unzureichend fiir den Aufbau einer Theorie des Ursprungs der kosmischen 
Strahlung ist. 

Die Aufgabe einer Theorie des Ursprungs der kosmischen Strahlung besteht 
in der Angabe eines konkreten Beschleunigungsmechanismus unter realen 
45° 
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astrophysikalischen Bedingungen und fiir véllig bestimmte Objekte (in der 
Sonne, in Sternen bestimmter Klasse usw.). Versuche in dieser Richtung 
wurden schon vor langer Zeit unternommen, angefangen mit der Arbeit von — 
SWANN (9), der darauf hinwies, daB die zeitliche Anderung des Magnetfeldes 
in der Umgebung der Sonnen- (und méglicherweise auch der Stern-) flecken | 
zu einer Beschleunigung der Teilchen bis auf eine Energie von 109 bis 10! eV 
fiihren kann. Dann gab ALFVEN (4) [s. auch (6)] das Modell einés ,,Himmels- | 
zyklotrons* an, das auf der Voraussetzung beruht, daB die beiden Kompo-_ 
nenten von Doppelsternen ein magnetisches Moment besitzen. In der | 
Folgezeit untersuchten eine ganze Reihe von Forschern das Problem der H 
Teilchenbeschleunigung in der Sonne und in Sternatmosphiren; besonders 
eingehend diskutierte es S. P. TERLEZKI (7) (er nahm insbesondere einen Be- 
schleunigungsmechanismus an, der auf der Nichtiibereinstimmung von | 
magnetischem Moment und Rotationsachse der Sterne beruht), ferner kiirz- . 
lich RIDDIFORD und BUTLER (8). 

Es ist hier nicht der Ort, genauer auf das Problem des Induktionsmechanismus | 
der Teilchenbeschleunigung in der Sonne und in den Sternen einzugehen 
[vergleiche die Arbeiten (3, 4,5, 7,8) und die Ubersichten (6, 9)|; wir be- 
schranken uns in dieser Hinsicht auf zwei Bemerkungen. 

Zunichst ist die Theorie der stellaren und solaren Induktionsbeschleunigung © 
noch weit von ihrer Vollendung entfernt. Es handelt sich vor allem darum, 
daB-in den entsprechenden Arbeiten die beschleunigten Teilchen als im 
Vakuum betrachtet werden (einige Bemerkungen in dieser Hinsicht in der ° 
Arbeit (8) andern nichts an der Sachlage). Indessen besitzen die Stern- 
atmosphiiren, die in erster Niherung gemeinsam mit den ganzen Sternen — 
rotieren, eine groBe Leitfaihigkeit, so daB ein magnetisches Wechselfeld, — 
beispielsweise das Wechselfeld der Flecken, im gewissen Grade durch die — 
Stroéme, die in der Hiille flieBen, abgeschirmt wird. Mit anderen Worten — 
fiihren die hohe Leitfihigkeit wie auch die Beweglichkeit des Mediums dazu, — 
daf in diesem Medium ein starkes elektrisches Feld unverhaltnismaBig © 
schwieriger als im Vakuum entstehen kann [siehe (6) § 7. 6 und (1, 12)]. Aus § 
diesem Grunde sowie auch infolge der Ionisationsverluste kann die Theorie { 
der stellaren Beschleunigung nicht aus einem Modell begriindet werden, in | 
dem angenommen wird, daf sich das Teilchen im Vakuum bewegt. Eine © 
solche Niiherung mag moglicherweise in Gebieten zulissig sein, die hin- | 
reichend weit von der Sternphotosphire entfernt sind, wo also die Gasdichte © 
klein und die freie Weglainge sehr groB ist; in diesen Bereichen aber kann das | 
Feld schon bedeutend schwiicher sein, als bei den Abschatzungen der Energie | 
der beschleunigten Teilchen angenommen wird. Das Problem der stellaren | 
und solaren Induktionsbeschleunigung bedarf also weiterer Untersuchungen | 
unter Beriicksichtigung dieses Umstandes. 

Die zweite Bemerkung, die wir machen miissen, ist vielleicht noch 
wesentlicher. Nehmen wir selbst an, daB unter irgendwelchen Be- . 
dingungen die stellare Induktionsbeschleunigung wesentlich wird und || 
kosmische Strahlung erzeugen kann, so ist zu fragen, ob diese Bedingungen | 
in Wirklichkeit erfiillt sind, welche Sterne die kosmische Strahlung erzeugen, | 
in welcher Menge und mit welchem Spektrum ? Auf alle diese Fragen wird | 
keine Antwort gegeben, und, was das wichtigste ist, abgesehen von der ' 
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onne ist auch kein Weg méglich, auf dem solche Antworten zu erlangen 
aren. 

twas besser steht es mit der Theorie oder genauer gesagt mit der Hypothese 
des solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung (10, 11, 12, 13). Im Hin- 
blick auf die Erzeugung kosmischer Teilchen in der Sonne oder in ihrer Nahe 
ibt es bestimmte Daten; bestimmte Voraussetzungen, die gemacht werden 
lissen, lassen eine Nachpriifung zu. Das wichtigste Element dér Theorie 
es solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung ist jedoch die véllig hypo- 
hetische Annahme iiber den Charakter des Magnetfeldes in einem Umkreis 
von etwa 0,1 Lichtjahr um die Sonne. AuBerdem begegnet diese Hypothese 
einer Reihe anderer Einwinde, von denen in § 4a die Rede sein wird. 

Nach unserer Ansicht gibt es also heute keinerlei tiberzeugende Argumente 
zugunsten der Annahme einer Induktionserzeugung des Hauptteils der 
kosmischen Strahlung in den Sternen oder in der Sonne. 

Eine andere Méglichkeit, auf die FERMI (14) hinwies, besteht darin, da8B die 
Beschleunigung der Teilchen im interstellaren Raum erfolgt. Es ist jedoch 
heute klar, daB, wenn der FERMIsche Mechanismus im interstellaren Raum 
iiberhaupt wirksam ist, er nur fiir Energien wesentlich ist, die gréBer sind als 
etwa 10! eV, und die primare Beschleunigung der kosmischen Strahlung 
nicht erklaren kann. 

Aus diesem kurzen Uberblick, der den Stand des Problems des Ursprungs 
der kosmischen Strahlung ohne Beriicksichtigung der radioastronomischen 
Daten, von denen spater zu reden sein wird, wiedergibt, geht hervor, da’ 
man auf diesem Gebiet nicht nur keineswegs vom Vorhandensein irgend- 
einer abgeschlossenen Theorie reden kann, sondern da es auch bis in die 
letzte Zeit hinein unmoglich war, irgendein zuverlassig begriindetes und 
nicht nur rein hypothetisches Bild der Herkunft der kosmischen Strahlung 
zu skizzieren. 

Diese Tatsache kann nicht besonders wundernehmen, wenn man bedenkt, 
} daB sich alle erwihnten Angaben iiber die kosmische Primiarstrahlung auf die 
-unmittelbare Umgebung der Erde beziehen, wihrend unter dem Gesichts- 
» punkt der Herkunft der kosmischen Strahlung vor allem Angaben tiber diese 
| Strahlung an ihrem Entstehungsort, in den Weiten der Galaxis oder wenig- 
_stens in der Nahe der Sonne von Interesse wiren. 

. Besteht nun irgendeine Hoffnung, experimentelle Angaben iiber die kosmische 
| Strahlung in groBer Entfernung von der Erde zu erlangen? Diese Frage kann 
-man auf den ersten Blick nur negativ beantworten, und deshalb war unter 
‘den Physikern eine skeptische Haltung hinsichtlich der Perspektiven der 
_Entwicklung einer Theorie des Ursprungs der kosmischen Strahlung sehr 
_verbreitet. : 

Das Hauptziel dieses Artikels besteht darin, die wesentliche Anderung der 
Sachlage zu beleuchten, die mit der Entwicklung der Radioastronomie ver- 
-bunden ist. Wie wir in § 1 sehen werden, gestatten die radioastronomischen 

Methoden Konzentration und Spektrum der Elektronenkomponente der 

kosmischen Strahlung in den Tiefen der Galaxis zu bestimmen, die Gebiete, 

in denen die kosmische Strahlung erzeugt wird, anzugeben und genauer zu 
untersuchen. Hiermit wird eine Méglichkeit gezeigt, gerade die Punkte auf- 
zuklaren, die bisher so unklar geblieben waren, dafs das Problem des 
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Ursprungs der kosmischen Strahlung in undurchdringliches Dunkel gehiillt, 
schien. 
Zwar kann man an Hand radioastronomischer Daten unmittelbar nur auf die 
Elektronenkomponente der kosmischen Strahlung schlieBen (weiter unten, 
werden wir der Kiirze halber von diesen Elektronen als von kosmischen 
Elektronen reden). Die gewonnenen Kenntnisse iiber die Elektronen kann 
man jedoch mit denen iiber die kosmischen Protonen und Kerne verkniipfen, 
so daB die Begrenztheit der radioastronomischen Methoden ihren Wert 
durchaus nicht so stark herabsetzt, ganz abgesehen davon, daB auch die\: 
kosmischen Elektronen selbst von ebenso grofem Interesse sind wie die) 
Protonen und Kerne. | 
Zur Interpretation der experimentellen Angaben iiber die kosmische Strah-) 
lung hat man das Problem der verschiedenen Prozesse zu behandeln, denenj 
die schnellen Teilchen bei ihrer Bewegung im interstellaren Medium unter-r 
liegen. Hiervon wird in § 2 und insbesondere in § 3, der dem Problem des: 
statistischen Beschleunigungsmechanismus der Teilchen sowohl im inter- 
stellaren Medium als auch in den Sternhiillen gewidmet ist, zu reden sein.) 
Ferner gehen wir in § 4 auf eine Reihe von Fragen ein, die mit dem Ursprung; 
der kosmischen Strahlung im Zusammenhang stehen, und versuchen, ein) 
allgemeines Schema der Erzeugung und Entwicklung der kosmischen Strah-~ 
lung in der Galaxis zu geben. 

In § 5 werden kurz die SchluBfolgerungen betreffs des gegenwirtigem 
Standes der Frage nach der Herkunft der kosmischen Strahlung gezogem 
und die Aufgaben der weiteren experimentellen und theoretischen Arbeiti 
auf diesem interessanten Gebiet der Astrophysik und der Physik der 
kosmischen Strahlung angedeutet. 


§1: Die Elektronenkomponente der kosmischen Strahlung 
und die kosmische Radiostrahlung 


Bekanntlich beobachtet man auf der Erde sowohl eine solare als auch eina 
kosmische Radiostrahlung, die aus mehreren Komponenten besteht: einer 
extragalaktischen Strahlung (der Strahlung der extragalaktischen Nebel), 
der Strahlung der einzelnen galaktischen Nebel und der Gesamtstrahlung | 
der Galaxis. i 
Die Radiostrahlung der Nebel (der galaktischen und extragalaktischen’ 
fallt unter geringen Offnungswinkeln auf die Erde auf, d. h. es handelt sich 
hier um diskrete Quellen kosmischer Radiostrahlung. Die allgemeine galak- 
tische Radiostrahlung andert sich im Gegensatz dazu verhiltnismaBig wenig 
mit der Beobachtungsrichtung und hat den Charakter eines kontinuierlicher 
Untergrundes, auf dem einzelne diskrete Radiostrahlungsquellen bemerkbar 
sind (man bezeichnet sie hiufig als ,,Radiosterne“’ und ,,Radionebel*‘). 

Kin Teil der allgemeinen galaktischen Radiostrahlung hat thermischen| 
Charakter: er beruht auf der Warmestrahlung der ionisierten Gebiete dex 
interstellaren Gases [genauer ist hieriiber sowie iiber alle iibrigen von uns) 
gestreiften radioastronomischen Probleme in (15, 16) die Rede]. Im Meter! 
gebiet, bei Wellenlingen von etwa 1,5 m macht jedoch die thermische| 
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rahlung fitr die meisten Richtungen nicht den Hauptteil aus. Dies geht 
araus hervor, da die Temperatur der ionisierten Gebiete des inter- 
tellaren Gases (der sogenannten H II-Gebiete) nicht gréBer als etwa 104 
Grad ist. Die effektive Temperatur 7'g¢ der allgemeinen thermischen 
alaktischen Radiostrahlung kann also ebenfalls nicht gréBer sein als 
10000°. Indessen ist etwa fiir die Welle 16,3 m in Richtung auf das 
Zentrum der Galaxis Tog ~ 175000°, in Richtung auf den Pol der Galaxis 
T eg ~ 50000°. ; 

Die nichtthermische galaktische Strahlung versuchte man schon vor langer 
Zeit mit der Gesamtstrahlung der von der MeBapparatur nicht aufgeldsten 
diskreten Quellen zu verkniipfen, die man als Sterne neuen Typs ansah. 
Diese Erklirung, die uns stets aus mehreren Griinden sehr zweifelhaft 
schien'), brach vollkommen in sich zusammen, als man die nichtstellare 
Natur der diskreten Quellen entdeckte (siehe oben). 

Eine andere Annahme, heute die einzig bekannte, besteht darin, daB die 
nichtthermische galaktische Radiostrahlung eine Bremsstrahlung relati- 
vistischer (kosmischer) Elektronen in den interstellaren Magnetfeldern ist 
(17 bis 20). 

Im Magnetfeld rotiert ein Elektron (d. h. bewegt sich auf einer Spirallinie) 
mit einer Winkelgeschwindigkeit 


eH mc? 
QqCcCeFe_e_o tl 3 
sh SSS a 2) 


wobei EF die Gesamtenergie und H ebenso wie iiberall weiter unten die zur 
Geschwindigkeit senkrechte Komponente des Magnetfeldes ist. Im nicht- 
relativistischen Fall ist wy = eH/mc, und die Abstrahlung des Elektrons 
hat Dipolcharakter, wobei die Frequenz wy ist; bei E/mc? > 1 jedoch muB 
die Strahlung von ganz anderem Charakter sein, wie schon aus der bekannten 
Tatsache hervorgeht, daf ein relativistisches Teilchen elektromagnetische 
mc? 
hie 
Geschwindigkeit abstrahlt. Infolgedessen strahlt ein relativistisches Elektron, 


Wellen praktisch nur unter dem Winkel 0 ~ gegen die Richtung der 


_das sich etwa auf einer Kreisbahn bewegt, nur in Richtungen, die nahezu in 
der Bahnebene liegen, und zwar jeweils in tangentialer Richtung. Ein Beob- 
' achter in der Bahnebene stellt also einzelne StrahlungsstoBe fest, die mit 
. einer Frequenz yg = wy/2x aufeinanderfolgen und eine Zeit dt ~ RO/c ~ 
{ ~mec/Ewy ~mc/eH andauern, wobei Rk ~c/wyq der Bahnradius und 
_@ ~mc?/E der Winkel ist, innerhalb dessen sich die Strahlung konzen- 


- triert. 

' Eine strenge Analyse der Emission relativistischer Teilchen, die sich in 
einem konstanten homogenen Magnetfeld bewegen, fiihrte SCHOTT (21) 
vor mehr als 40 Jahren durch. In der Folgezeit wurden diese Ergebnisse von 
mehreren Forschern von Neuem gewonnen, zum Teil einer weiteren Dis- 


> 


~~ =F 


' 1) Es geniigt zu sagen, daB die hypothetischen Radiosterne eine Radiostrahlung mit einer 
effektiven Temperatur bis zu 10!8 Grad liefern miiften, wobei sie gleichzeitig zu den 
zahlreichen roten oder sogar ultraroten Zwergen gehéren miiften. 
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kussion unterworfen und gedeutet (22 bis 28). Unten werden wir uns wie! 
in (18 bis 20) auf die Arbeit von W. W. WLADIMIRSKI stiitzen (25)’). 
Die Energie, die ein Elektron in einer Sekunde im Frequenzintervall dy aus- 
strahlt, ist P(v) dy, wobei 
H w 
P(y, Z) = P(v) =2aP(o) = 16 9 (& | = 


Om 


1/5 
= 16 (=) Pie ( 2 | Y (uw), (4) 


eH mc? eH ( E . w \'ls 
Oy = — —, W, = = 
Ht me B’?  ™ me\me)’ 2. 


ist. Hierbei ist H die zur Geschwindigkeit senkrechte Komponente des Magnet-: 
feldes; es wird (wie auch iiberall im folgenden) wesc ei net ott daB E/mc? > 1,! 
re aie 


ist; schlieBlich sind p (w/w) und Y(yv) = Funktionen, die in dena 


Grenzfallen folgende Formen haben 


w ) ow \'ls 
2 é1: p(—) =0,256(—-}_Y(u) = 0,256, 
oe <t w(F-) = 0.958 (5-)". Fe = 0.25 


m 


2 
7) 3) 1 O\ Sina oT 
—— 1: | | pL Oo) 
Hex »( -) 7a (*o2) e (5) 


Die Werte der Funktionen Y(u) und uwY(u), die wir im folgenden brauchenr 
werden, sind in Tabelle 1 angegeben. 


‘Tabelle I. 


0,0085 
ie 0,0050 
0,062 0,0028 


0,069 2 0,0015 
0,065 ‘ 0,00083 
0,055 ; 0,00044 
0,0425 é 0,00023 
0,0325 ,¢ 0,00004 
0,023 0,000006 


1) In den uns interessierenden Fallen ist anerkanntermaken die Bedingung Aw < £ erfiillt,| 
wobei w die Kreisfrequenz der Ausstrahlung, 4 = 1,05 - 102? die PLANcKsche Konstante’| 
und # die Energie des Teilchen ist. Unter dieser Bedingung kann man die Emission klas+ 
sisch behandeln (25, 28), was wir auch tun. Die in der Literatur anzutreffende Be+ 
hauptung (28a), daf& Quanteneffekte bei Nichterfiilltheit wesentlich schwiacherer Lai 
dingungen als der erwihnten merklich sein sollen, ist falsch. 
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Bei w ~ 0,5 @,, hat die Funktion p(w/w,,) ein Maximum, und zwar den 
Wert 0,10. Im Maximum ist also 
aH. 

Prax = 1,6 — Sipe yee 

nc? sec: Hz’ 


max = 0,55" = 14: 108 (3) He. (6,) 


(6;) 


“Wir wenden nun die angegebenen Formeln auf das uns interessierende 
Problem an (siehe 18 bis 20). 
Die Intensitat der auf der Erde beobachtbaren Radiostrablung?) ist: 


= al P (v, BE) N,(£,t) dE dr, (7) 


hierbei ist V',(#,r) das differentielle Energiespektrum der Elektronen im 
Punkt tr; die Integration erfolgt lings des Sehstrahls, und es wird ange- 
nommen, da infolge des statistischen Charakters des Feldes § lings des 
@Sehstrahls die Emission im Mittel als isotrop angenommen werden kann 
(hieraus resultiert der Faktor 1/42 in (7); die gemachte Voraussetzung hat 
zur Folge, daB die gewonnenen Formeln im allgemeinen nur bis auf einen 
))Faktor von der GréBSenordnung 1 richtig sind). 

) AuBerdem ist in (7) die Absorption der Strahlung im interstellaren Medium 
nicht beriicksichtigt ; jedoch wird dieser Umstand implizit bei der Auswertung 
der experimentellen Daten beachtet. Man muB auch darauf hinweisen, dah 
wir die Strahlung als im Vakuum entstehend ansehen, das heiBt den Bre- 
chungsindex des Mediums, in dem sich das relativistische Elektron bewegt, 


y 2 2 
gleich Eins setzen. Dies ist nur dann richtig, wenn | 1—n(r)|< ( ) 


ist, wobei n(v) der Brechungsindex fiir die betrachtete emittierte Frequenz y 
ist [siehe (24, 49)?)]. In den uns interessierenden Fallen (interstellares Gas 


1) Wir erinnern daran, daf definitionsgemaf die Intensitat J, der Emissionsstrom, be- 
zogen auf die Einheit des Raumwinkels und des Spektralintervalls, durch eine Einheits- 
flache ist, die senkrecht auf der Beobachtungsrichtung (der Ausbreitungsrichtung der 
| Strahlung) steht. Der Emissionsstrom von irgendeiner Quelle (beispielsweise einer dis- 
kreten Radiostrahlungsquelle) betragt F, = =f I,d2, wobei2 der Raumwinkel ist, in dem 
| die betrachtete Quelle erscheint. 

2) Die im Text angegebene Ungleichung erhalt und versteht man besonders leicht, wenn 
man daran denkt, daf in den Formeln, die die Emission eines relativistischen Teilchens 
im Vakuum kennzeichnen, im Nenner ein Faktor der Form (1 — f cos 6) steht, wobei 
_B = v/c und 6 der Winkel zwischen der Geschwindigkeit und der Beobachtungsrichtung 
ist. ee ist die Frequenz, die ein bewegter Oszillator ausstrahlt, »(0) = 


% Vi-# 
1 — B cos 
nicht i im Vakuum, sondern in einem Medium, so hat man in dem Ausdruck 1 — B cos 0 
die GréBe B durch Bn = vn/c zu ersetzen (diese Ersetzung ist verstindlich, da die Phasen- 
_gesehwindigkeit des Lichts im Medium c/n betragt), und die Formel fiir den DoppLer- 


if Vi — 6 


| 1 — fn cos 6 | 


ae , wobei », die Eigenfrequenz des Oszillators ist. Erfolgt die Ausstrahlung 


_Effekt nimmt die Form an: »(@) = [niheres siche (256)]. Hieraus folgt, 
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einer verdiinnten Sternhille) kann man annehmen, daB der Brechungs- 

index des Mediums gleich dem Brechungsindex eines Elektronen-Ionen- 

, e? Ne | 

Plasmas in Abwesenheit eines iuBeren Feldes ist, d. h., daB n? = 1 — aul 

ist, wobei N, die Konzentration freier Elektronen im Medium ist. Gewoéhn- 
e? No 

2amv2 
Y ~ Vmax, SO sehen wir, daB die oben angegebenen Formeln fiir die Strahlungs- 


lich ist | 1 — n|<1 und infolgedessen 1 — n = Setzen wir nun 


Ex 
intensitat, in denen wir n = 1 gesetzt hatten, giiltig bleiben, sofern ae 3) > 


5 
> = ist. Im interstellaren Medium bei H ~ 105 und NV, ~ 1 nimmt diese 


2 

Ungleichung die Form (=) < 10° an, und ist sogar fiir Wellen mit einer : 

Wellenlinge von etwa 30 Meter erfiillt (besonders wesentlich ist die Aus- 
E\ 

strahlung von Elektronen, fiir die rmax ~ » = ¢/A ~ 107 und folglich (<3) = 5 


= Vmax/1,4 - 10° H ~ 108 ist). Entsprechende Abschatzungen zeigen, dab } 
man praktisch in allen uns interessierenden Fallen n = 1 setzen kann, daB 
aber fiir hinreichend lange Wellen und groBe Werte des Parameters N,/H?? 
eine Beriicksichtigung der Tatsache, daB n=4 1 ist, zu einer starken Ab- 
nahme der Strahlungsintensitat fiihrt. 

Wenn wir uns fiir die Emission einer bestimmten Frequenz interessieren, so 
kénnen wir die mindestens notwendige Elektronenzah] bestimmen, wenn wir 
annehmen, da alle Elektronen eine Energie EZ haben, welche mit der Fre-. 
quenz ¥ = max durch die zweite der Beziehungen (6) zusammenhangt. In* 
diesem Fall tritt maximale Emission auf und es ist 


P' (Vmax) eer — 23 ss 
rN iee MMR CUES Grice greece on," 


Imax = (8) . 
dabei ist NV, die mittlere Elektronenkonzentration langs des Sehstrahls [im# 
betrachteten Fall ist offenbar V,(Z’) = N, 6 (E — E’), wobei E mit y durch! 
die Beziehung (6,) verkniipft ist]. R ist die Abmessung des emittierendenr 
Gebiets in der betreffenden Richtung. H 
Im Fall der Wirmestrahlung mit einer effektiven Temperatur 7'eg ist 


2h TV eg 2,76 - 10-16 Toe erg } 
i= 72 = Seem eames pores; ete (9)') 


em? - sec - Hz - ster 


daf& bei n> 1 die Strahlung im ultrarelativistischen Fall (B > 1), schon bei B < 1,|/ 
manchmal sogar schon bei 6 < 1 der Strahlung im Vakuum &hnlich sein kann (siehe 24).) 
Ist dagegen n <1, wie stets im Plasma ohne Feld oder bei hinreichend schwachemi 
Magnetfeld, so geht 1 — Bn cos 6 selbst bei B —> 1 nicht gegen Null, und infolgedessem) 
kann die Strahlung (falls nur die GréBe 1 —n nicht allzu klein ist) nicht die Eigen-i) 
schaften haben, die fiir den relativistischen Fall typisch sind. Den EinfluB von n kann) 
man offenbar vernachlassigen, wenn | (1 — Bn) — (1 — B) | <1— Bist, d.h. unter der 
= 2\2 
Bedingung |1—n|< : 2 B ~ (" (beim Ubergang zu diesem letzten Ausdruck! 


wurde angenommen, dai 1 — Bf <1 ist). 


- Der Ursprung der kosmischen Strahlung und die Radioastronomie 669 


ixperimentell findet man bei A = ¢/ ~ 108 = 10 Meter einen Wert 7'e¢ ~ 105, 
woraus foleat HN, Rk ~ 10° und bei & ~ 10%3 (Durchmesser der Galaxis) 


HN,~ 10-". (10) 


Nach Angaben, von denen spiiter die Rede sein wird, ist H < 10-5 und somit 
> 10- cm-’. Der gewonnene Wert ist um zwei GréBenordnungen kleiner 
als die Anzahl der kosmischen Protonen, die in Erdnihe beobachtet werden, 
nd widerspricht nicht den Angaben iiber die Konzentration der in Erdnihe 
eobachteten kosmischen Elektronen. In der Tat ist beiy ~ 3 - 107(A ~10m) 
nd H ~ 10° nach (6,) EH ~108eV, und in Erdnahe WN, (HZ > 109) < 
<5-10-%cem-%, wahrend iiber die kosmischen Elektronen mit E < 10% eV 
iiberhaupt nichts bekannt ist [die Elektronen mit H < 10® eV werden durch 
das Magnetfeld der Sonne oder des Sonnensystems ,,abgeschnitten‘‘; siehe 
21) und eingehender im Artikel von W. L. GINsBuURG, G. G. HETMANZEW 
nd M. I. FRADKIN in (1)]. 

Besteht also in der Galaxis ein Magnetfeld von H ~ 10-§ bis 10-5 Oersted, 
30 ist die Hypothese des Zusammenhanges der kosmischen Radiostrahlung 
nit der Bremsstrahlung der kosmischen Elektronen im Magnetfeld sehr 
plausibel und verdient eine sorgfaltige Priifung. Es ist also notwendig, sich 
kurz mit der GréBe des interstellaren Magnetfeldes zu beschaftigen. 

In dieser Beziehung gibt es folgende Hinweise (eingehender siehe 1, 6, 29, 30): 


. Die Isotropie der kosmischen Strahlung und die, Notwendigkeit ihrer 
Aufrechterhaltung in der Galaxis (siehe § 3) zwingt zu der Annahme, daB 
m interstellaren Raum ein Magnetfeld von H > 10-8 Oersted vorhanden ist. 
In der Tat betraigt der Kriimmungsradius eines relativistischen einfach ge- 
adenen Teilchens mit einer Energie H im Feld H 


E 
‘= 3007 itl) 


(Energie in eV gemessen). Hieraus folgt bei H ~ 10!” eV (einer Energie, 
die nahezu gleich der maximal beobachteten ist) r~ R ~ 3-107 cm 
=~ 10000 Parsec!) bei H ~ 10-® Oersted. Praktisch mu8 man die Giltigkeit 
der Ungleichung r < # verlangen, anderseits ist aber die Isotropie mit einem 
fhohen Genauigkeitsgrade nur fiir die Teilchen mit H < 10“ eV nachge- 
twiesen (31). Die vorliegende Abschatzung des Feldes H ist “also ziemlich grob; 


#') Nach den sehr iiberzeugenden Uberlegungen von S. W. PIKELNER (30) bildet das 
galaktische verdiinnte interstellare Gas (Konzentration n < 0,1) ein ,,sphirisches Unter- 
ssystem‘* mit einem Durchmesser von etwa 10000 Parsec (wahrscheinlich ist das System 
nahezu ellipsoidisch mit einer kleinen Achse, die nahezu 104 Parsec oder etwas weniger 
betrigt, und einer grofen Achse von ungefahr 3 - 104 Parsec). Das Magnetfeld und die 
kosmische Strahlung bilden ein Untersystem, daf dem Untersystem des verdiinnten 
eGases ahnelt. Wir erinnern daran, da ein groBer Teil der ,,Sternbevilkerung” und der 
Wolke des interstellaren Gases (n ~ 10) ein ebenes Untersystem mit einer Dicke von 
betwa 102 Parsee und einem Durchmesser von etwa 3-104 Parsee ~ 1025 em bildet (dies 
sist auch der Durchmesser der Galaxis). 


auf jeden Fall gewahrleistet ein Feld von etwa 10-6 Oersted die Isotropie bei; 
einer sehr langsamen Abwanderung von Teilchen aus der Galaxis. 

2. Die im Experiment beobachtete Polarisation des Sternenlichts versucht 
man durch den EinfluB des kosmischen Staubes zu erklaren, der in einem} 
Magnetfeld von der GréBenordnung 10-° ausgerichtet wird [allerdings kann) 
weder die experimentelle noch die theoretische Seite des Problems de 
Polarisation des Sternenlichts diese SchluBfolgerung endgiiltig stiitzen;, 
siehe (29)]. 
3. Zugunsten der Existenz interstellarer Magnetfelder sprechen allgemeine: 
magnetohydrodynamische Uberlegungen. Das interstellare Gas bildet eine 
ausgezeichneten Leiter (in den meisten Fallen kann man seine Leitfahigkeiti 
als unendlich ansehen); andererseits befindet sich dieses Gas in turbulenter 
Bewegung, die im Fall eines leitenden Mediums nach bekannten Uber. 
legungen mit Stromen und Magnetfeldern verbunden ist. Im stationarem| 
Zustand kann man annehmen, da magnetische und kinetische Energie des 
Gases gleich sind 
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5a See (12% 


(o Dichte und v Geschwindigkeit des Gases). 
Die Frage, ob im interstellaren Raum diese Gleichheit gilt, ist noch nicht 
endgiiltig gelést ; dieses Problem ist auBerst wichtig und interessant. Jedeni 
falls kann man aus (12) das Feld H abschitzen; man erhalt dabei offenbaz 
eine obere Grenze. Unter Benutzung der bekannten Werte von g und » fii 
die Wolken des interstellaren Gases (v ~ 6+ 105 cm/sec, 9 ~ 2 - 10-*3,g/em* 
erhalten wir H ~ 10-5, In dem verdiinnten interstellaren Gas zwischen dex 
Wolken und auBerhalb der Ebene der Galaxis ist vy ~ 5 - 10®, 9 ~ 10-* une’ 
somit ebenfalls H ~ 10-5 (siehe 30). 


3 eV/cm3, d. h. sie ist von der gleichen GréBe wie die Energiedichte de® 
kosmischen Strahlung (vergleiche Einleitung). 
Wie wir sehen, widerspricht der Wert fiir das Feld H, der oben zur Deutun 
der radioastronomischen Daten angenommen wurde, den angegebene4 
Abschitzungen nicht. Die Existenz der nichtthermischen Radiostrahluny 
muB also nach unserer Meinung ebenfalls als einer der iiberzeugendste 
Hinweise auf das Vorhandensein eines interstellaren Magnetfeldes angesehe # 
werden. H 
Die Uberzeugungskraft dieses Arguments wird besonders deutlich im Lichti 
der ganzen folgenden Darlegung, wobei unter diesem Gesichtspunkt wesent+ 
lich ist, daB heute noch keine Méglichkeit abzusehen ist, die nichtthermisch? 
kosmische Radiostrahlung auf andere Weise zu erklaren?). 


i 


1) Man kann leicht zeigen, da die Bremsstrahlung von Elektronen und Protonen bili 

ihren St68en mit den Teilchen des interstellaren Gases und einer Reihe anderer denkbaret! 

Vorgiinge unter verniinftigen Voraussetzungen nicht imstande sind, eine beobachtbaw 

Radiostrahlung zu erzeugen. In (32) wird diese Strahlung ebenfalls auf eine Bremsstrahlur 

in Magnetfeldern zuriickgefiithrt, jedoch soll sie nicht von den Elektronen, sondern von dei 

Protonen herriihren. Unter dieser Voraussetzung bleiben alle Annahmen iiber die Magne} 
| 
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Wir gehen nun zu einer detaillierteren Deutung der Daten iiber die nicht- 
hermische galaktische Radiostrahlung iiber. Diese Daten kann man zu- 


sammenfassen, indem man sagt, daB im Wellenliingengebiet zwischen 1,5 
und 16,3 Meter 

ae eps erg 
Sais Y Ban ee cont em? - sec - Hz - ster’ AS) 
ist, wobei die Genauigkeit von a wahrscheinlich nicht gréBer ist als 50% 
der angegebene Wert bezieht sich auf die Richtung zum galaktischen Pol; 
niheres siehe (2)]. 
Den Ausdruck (13) hat man mit (7) zu vergleichen. Man mu8 dazu noch die 
Form des Spektrums vorgeben. Wir nehmen an, da8 das Spektrum der 
“kosmischen Elektronen ebenso wie das Spektrum der iibrigen kosmischen 
}Teilchen den Charakter eines Potenzgesetzes hat: 


K 
N,(£) = a (14) 


 Beriicksichtigen wir (4) und (14) und nehmen wir an, daB die Dichte N,(£) 
langs des Sehstrahls auf der Strecke R nicht von den Koordinaten abhingt, 
so erhalten wir aus (7): 
Vemmb EY, 

2 


U(y)KRy* 


3 2 ee 
— es It 


zt mc?| mc 


"oi ye ce Sd erg 
= 1,3 - 10-2 ATOAp AH S * RA ® —~—______, 
1,3 -10 (2,8 - 108) U(y)K 4 Rh cm? -sec- Hz -ster’ 


(15) 


mit co 


bei y = 1; 5/3; 2; 3 und 7 sind die Werte der Funktion U(y) folgende: 0,37; 
0,163; 0,125; 2/36 = 0,087 bzw. 77/144 = 0,153. 
*Experimentell stellt man eine Proportionalitit der Gesamtintensitit der | 
‘nichtthermischen galaktischen Radiostrahlung J, mit der Wellenlinge / 
' fest [siehe (13)], und folglich wird nach (13) bis (15) y = 3 und 


Tyee 3 Lel0S RESP 6 «10-242, (16) 


-felder in Kraft. Indessen scheint uns, wie schon in (18) angedeutet, diese Erklirung diuBerst 
/unwahrscheinlich zu sein. Das Proton strahlt dann ebenso wie ein Elektron, wenn seine 
Energie LZ, = (M/m)? E = 3,4 - 108 £ ist, wobei H die Energie des Elektrons und M die 
¥ Protonenmasse ist. Zur Erklarung der beobachteten Strahlung mu8 man also annehmen, 
i daB die Konzentration der Protonen mit H, > 104 um einige GréBenordnungen héher 
' sein soll als die in Erdnihe beobachtete kosmische Strahlung. Wirwerden auf die Schwierig- 
ikeiten, mit denen diese Annahme verbunden ist, nicht niher eingehen, denn die Vorziige 
der Elektronen gegeniiber den Protonen scheinen uns im gegebenen Fall offensichtlich 
: Zu Sein. 
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also KH?R ~ 1,6 - 1061), Nimmt man als gréBte verniinftige Werte } 
R~5-10% cm und H ~ 10-5 an, so erhalt man als kleinstméglichen } 
Wert Kmin ~ 3 + 10-!% = 10° (eV)?/cm’. Um einen gewissen Spielraum zu b 
halten, setzen wir K = 10®(eV)?/cm* und gelangen dadutch zu dem Spektrum 


6 | 
N,(H) = bu eV"lom*, } . 


BS 
(17) ) 
4 


em-?, 


5 10 
N,(H > By) = | N(B) ab ~ 55, ; 
Ey ; : 
Hieraus folgt NV, (#2 > 10°) = 5 - 10-18, was den Daten iiber die kosmischen 
Elektronen in Erdniihe nicht widerspricht (siehe auch weiter unten). D. 
gegen betriigt die Konzentration N,(# > 108&eV) =5-10-1!, ist a | 
groBenordnungsgemiB gleich der Konzentration der kosmischen Primar- 
teilchen (vorwiegend Protonen mit Lyin > 5,6 - 108 eV an der Erde). 
Bei y = 3 machen Elektronen mit einer Energie, die dem Wert 


a) Vs Vy are 2 
wie (52) sald (as < gi GS hs emis 0,6 [siehe (4) und Tabelle 1] 
ame \mc? 


entspricht, in der Strahlung mit der Frequenz » den Hauptanteil aus. 

Die Emission der Teilchen mit uw > 2 und wu < 0,1] ist schon vollig unwesent- 
lich. Hieraus folgt z. B., da& bei H ~ 10-5 die Emission mit einer Wellen- 
lange A = 16,3 Meter in der Hauptsache durch Elektronen mit einer Ener, 
von etwa 5-108 eV bestimmt wird, wihrend der Beitrag der Teilchen mit: 
E <2-10%eV und F > 2- 10° eV schon unwesentlich ist. Bei einer Wellen+ 
linge von 1,5 Meter liefern die Elektronen mit E ~ 2 - 10% eV den wesent-! 
lichsten Beitrag. Das Spektrum (17) bezieht sich also auf das Gebiet 2 - 108 <9 
EB < 5-108 eV, wobei die obere Grenze nicht genau ist. Bei einer Wellen-i 
lange von 1,5 Meter ist die thermische galaktische Strahlung schon sehn/ 
wesentlich; es gibt auch Hinweise darauf, daB bei Wellenlingen unterhalh’ 
1,5 Meter die Intensitit der nichtthermischen Strahlung mit abnehmende 
Wellenlinge schneller als 4 fallt. Deshalb ist bei H > 10° eV fiir Elektronem! 
in Richtung auf den Pol der Galaxis offenbar y > 3 [siehe (19) und weite H 
unten]. In diesem Zusammenhang erscheint der Wert V,(# > 109 eV) =| 
= 5-10°% zu hoch, was unter dem Gesichtspunkt der Werte fiir die 
Elektronen in Erdniihe giinstig ist. 
Kine weitere experimentelle Untersuchung der Intensitat und des Spektrums) 
der allgemeinen galaktischen Radiostrahlung in verschiedenen Richtunger’, 
wird eine wesentliche Verfeinerung und eine eingehendere Behandlung des} 


*) Im betrachteten Fall (bei y = 3) liefert eine sorgfiltige Mittelung tiber den Winkeid 
zwischen der Beobachtungsrichtung und der Richtung des im Mittel isotropen Magnet/’ 


2 : 
feldes H, in der Formel (16) nur den abgeiinderten Wert H? = 3 H3. 
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; a der Daten iiber die kosmischen Elektronen in der Galaxis ermég- 
ichen. 

@Die Radiostrahlung der meisten diskreten Quellen (Radionebel) 1a8t sich 
“ebenfalls nicht auf eine thermische Strahlung reduzieren und muf als 
remsstrahlung im Magnetfeld erklirt werden. In Bezug auf die Radio- 
strahlung der anderen Galaxien, beispielsweise im Fall des groBen Nebels M31 
yin der Andromeda, beriihrt sich dieser SchluB besonders mit dem obigen. 
Beispielsweise ware fiir Beobachter im Nebel M 31 unsere Galaxis ebenfalls 
jim Radiogebiet merkbar, da die Abstrahlung der kosmischen Elektronen 
Wselbstverstandlich auch aus der Galaxis austritt. Die Radionebel in der 
Galaxis selbst stellen in den wichtigsten Fallen Reste von Supernovaaus- 
Wbriichen dar. Dies gilt fiir die diskrete Radiostrahlungsquelle im Stier 
(Quelle Stier A oder Krebsnebel: Supernova aus dem Jahre 1054), fiir die 
intensivste der bekannten diskreten Quellen in der Cassiopeia (Cassiopeia A: 
Supernova aus dem Jahre 369) und fiir die Supernova aus dem Jahre 1572. 
Der Radiostrahlungsstrom von der Quelle in der Cassiopeia betragt im 
%Metergebiet 7, ~ 2 - 10-1 erg/cm? sec Hz), fiir Stier A ist der Strom im 
*Gebiet zwischen 7,5 Meter und 20 cm mit einer Genauigkeit von 25% kon- 
wstant und betragt F, = 2 - 10-*°. Fiir die Supernova aus dem Jahre 1572 ist 
tbei 4 = 1,9 Meter F, = 1,7-10-21. Die letzte in unserer Galaxis ausge- 
brochene Supernova, die aus dem Jahre 1604, bildet anerkanntermafen 
«keine besonders intensive Quelle, kann aber etwa ebenso emittieren wie der 
= Uberrest der Supernova aus dem Jahre 1572 (das Radioteleskop mit hoher 
© Empfindlichkeit, mit dessen Hilfe die Emission des Uberrestes der Supernova 
aus dem Jahre 1572 beobachtet wurde, lieB sich nicht auf die Supernova aus 
#dem Jahre 1604 richten, so daB das Problem ihrer Emission offen bleibt). 

Sehen wir das Elektronenspektrum und die magnetische Feldstarke als tiber 
Sdie ganze Quelle konstant an, so betragt der Strom von dieser Quelle 
= [siehe (7)]: 


— [19 ~ [Pe E) N,(£) dE, (18) 


4n It? 
. | wobei V das Volumen der Quelle und # unser Abstand von ihr ist. 
+ Unter den giinstigsten Bedingungen (6) ist 


eH N,V NV erg 19 
me 4x R? R? cm? -sec:+ Hz ’ (19) 
wobei NV, die Konzentration der Elektronen ist, von denen man annimmt, daB 
sie alle eine Energie besitzen, welche mit der Frequenz vermége der Be- 
» ziehung (6,) zusammenhingt. Fir Stier A ist R ~ 1500 Parsec ~ 5 - 1074 cm, 
‘der Radius des Nebels betrigt o ~ 1 Parsec ~ 3 - 10'% cm (Winkel- 


-1) Zum Vergleich sei gesagt, daB dieser Strom beispielsweise bei A = 3 Meter der Radio- 
» strahlung der Sonne mit einer effektiven Temperatur 7'eg von etwa 10° Grad entspricht, 
» die haufig experimentell auch beobachtet wird. Im Metergebiet ,,leuchten“ am Himmel 
} sozusagen ,,zwei Sonnen“ oder genauer sogar drei Sonnen, da die extragalaktische diskrete 
© Quelle im Schwan ebenfalls nur etwa dreimal schwacher ist als die Quelle in der Cassiopeia. 
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groBe etwa 5’) und V ~ = os ~ 105 cm’; fiir Cassiopeia 4 ist R ~ 107? cm, 


o ~ 10% cm, V ~ 1057 cm3. Das Feld H in den Supernovahiillen ist, wie aus 
Abschitzungen hervorgeht, die sich auf die Beziehung (12) stiitzen, nicht 
groBer als 10-3 Oersted, aller Wahrscheinlichkeit nach jedoch schwacher. 
In den Arbeiten (18, 33, 34), deren Ergebnisse wir benutzen, wird dem- 
entsprechend H ~ 10-* angenommen. Setzen wir in (19) alle angegebenen 
Werte ein, so erhalten wir fiir Stier d N,V ~ 10% bzw. fiir Cassiopeia A 
N,V ~ 108 oder N, ~10-8cm-? bzw. N, ~ 10-5 cm-*. Diese Werte sind 
oftenbar Mindestwerte. 

Unter Benutzung der Formeln (15) und (18) kann man diese Ergebnisse | 
verfeinern und das Elektronenspektrum in den Supernovahiillen bestimmen | 
(34). Hierbei ergibt sich fiir Stier A y ~ 1 und fiir Cassiopeia A nach weniger 
genauen Daten y ~ 8/3. Dagegen ist fiir die starksten extragalaktischen / 
Quellen (Schwan A, Zentaur, Jungfrau) ebenso wie fiir unsere Galaxis als 
Ganzes y ~ 3. Eine Abschatzung der Gesamtenergie und der Gesamtanzahl | 
relativistischer Elektronen in Stier A, fiir den das Spektrum am besten; 
bekannt ist, fiihrt zu Werten von etwa 10° erg und NV, (EH > 2,5 - 108 eV) V 
~ 105!, was einer mittleren Energie von etwa 10" eV pro Elektron ent- 
spricht. ; 

Wir weisen darauf hin, daB I. M. GORDON (35) im Hinblick auf das konti-. 
nuierliche optische Spektrum der Sonnenprotuberanzen und spiter I. §.} 
SCHKLOWSKI (36) im Hinblick auf die kontinuierliche optische Emission des 
Krebsnebels (Stier 4) annehmen, daB diese Emission ebenfalls eine Brems- | 
strahlung schneller Elektronen in Magnetfeldern ist. Fiir Stier 4 betragt der’ 
kontinuierliche Emissionsstrom im optischen Gebiet (16) F, = 1,5 - 10-®. 
Diese Emission ist gesichert, wenn sich in dieser Quelle das Elektronen-( 
spektrum mit y ~ 1 bis zu Energien von etwa 5 - 10" eV erstreckt. 
Die Radiomethoden ermédglichen also die Entdeckung relativistischer® 
Elektronen in verschiedenen Teilen des Weltalls. Insbesondere zeugen die: 
erwihnten Daten tiber die Radiostrahlung der Supernovaiiberreste davon,1 
da8 bei Supernovaausbriichen sehr viele relativistische Teilchen entstehen.1 
Die Bedeutung dieser Tatsache fiir die Theorie der kosmischen Strahlungy 
laBt sich, wie zuerst I. S. SCHKLOWSKI (33) betonte, kaum iiberschitzen.1 
Niaheres hieriiber wird in § 4b zu sagen sein. H 


Nea: 


§ 2: Bewegung geladener Teilchen im interstellaren Raum 


Bei der Behandlung der Frage nach dem Ursprung der kosmischen Strahlungy 
hat man zunichst die Art ihrer Bewegung im interstellaren Raum aufzu-i 
klaren, wo die Teilchen sowohl Energie verlieren als auch unter bestimmtem 
Bedingungen gewinnen kénnen. AuBerdem gilt die entsprechende Analyse¥ 
die wir jetzt beginnen, in bedeutendem Umfang auch fiir den Fall, daB sich) 
die Teilchen in dichteren Gebieten des Weltalls bewegen (in Nebeln, in ver 
diinnten Hiillen von Supernovae und Novae, in Atmosphiiren der Sterne 
und der Sonne). . 
Wir beginnen mit der Betrachtung der Energieverluste von Protonen und, 
Kernen. . 
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$Den Wirkungsquerschnitt fiir einen StoB zweier Kerne i und k mit den Atom- 
gewichten 4; und A, kann man folgendermaBen schreiben 


o=a(rnt+rm—2Ar)?, 7; =1,45-10-33 A*s, 
ee -13 ae tas" 4t (20) 
Ar = 0,85 - 10-3, t, = 1,45 -10-* 4). 

Bei St6éBen von Protonen mit Kernen von A > 8 kann man den Ausdruck 
(20) mit hinreichender Genauigkeit umwandeln in 


o =nr* = 6,6 -10-* A%scom?. (21) 
WFiir StéBe von Protonen mit Protonen ist nach (20) o =4-10-% cm?; 


2 
manchmal verwendet man in diesem Fall auch den Querschnitt o =z (~~) = 
= 6 - 10-** (~ = 276 m ist die Masse des w-Mesons). oe 
Man muB sich jedoch Gedanken dariiber machen, welcher Querschnitt uns 
angeht. Fiir das folgende ist es vor allen Dingen wichtig, den Querschnitt zu 
kennen, der einem Verschwinden eines Teilchens der gegebenen Art entspricht. 
jim Falle der Kerne entspricht der Querschnitt (20) eben dieser Bedingung 
/ (2), da bei St6Ben, von denen hier die Rede ist, die Kerne zerstért werden 
#(mit anderen Worten also Kernsterne entstehen). 
Bei St6Ben von Protonen mit Protonen besitzt eines der Protonen in einem 
© Teil der Falle auch nach dem StoB eine hohe Energie, und der Querschnitt, 
der einem Verschwinden des schnellen Protons entspricht, ist wahrscheinlich 
& bedeutend kleiner als der Querschnitt, der sich aus (20) ergibt. Leider gibt 
es keine experimentellen Daten in dieser Hinsicht, und wir nehmen ebenso 
Si wie in (14) an, daB der Querschnitt o = 2,5 - 10-26 cm? betragt. Die freien 
Weglangen von Protonen und Kernen in Wasserstoff sowie in einem Ge- 
misch von 90% H, + 10% He sind in Tabelle II zusammengestellt. , 


Tabelle IT: 


Weglangein Wasserstoff | freie Flug- 
oo dauer in 
Jahren bei | Gemisch von 
nN einer Ge- Wasserstoff r 
Querschnitt 1 schwindig- | mitn=0,09} ~ Proton 
in Wasserstoff : keit von und Helium Tkern 
: ” v=c; mit n = 0,01: 
T=Uc T in Jahren 
(Wasser- 
stofi n =0,1) 


Proton 


a-Teilchen . 
ae 


26 
Fes¢ 


yn @ 
Wie schon in §1 erwahnt, ist in der Galaxis im Mittel n < 0,1, und die 
Genauigkeit der vorhandenen Daten ist nicht so groB, da man zwischen den 
_ Werten in der vierten und fiinften Spalte von Tabelle I entscheiden kann. 
46 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Unten werden wir als Lebensdauer der kosmischen Elektronen einen Wert 
T = 4- 10° Jahre annehmen und den Wert aus der 5. Spalte zur Bestimmung 


des Verhiiltnisses Proton benutzen, wie er in der letzten Spalte der Tabelle 


. Ui 
angegeben ist. Kern eas 
Die Ionisationsverluste von Protonen und Kernen mit einer Ladung Z im 


M : 
atomaren Wasserstoff betragen (unter der Annahme, daB LE < an M c? st) 


df _ 4nnetZ? 1 2mv2 ( # ne Wee i 
oleae ran Ceres eis 


2 =| eV 


Cc : E v 
— 7 R9.10-9 oe ae Sin Lee 
= 7,62 - 10-9 nZ - fo2.0 +4In We + 2In a 2 2 


(22) 
( 


sec’ 
dabei ist M die Kernmasse (im Fall des Protons ist Z = 1, M = 1837 m), . 
E ist die Gesamtenergie des Kerns, J = 15 eV die mittlere Anregungs- - 
energie und m die Konzentration der Atomelektronen (im Falle des Wasser- - 
stoffs ist m natiirlich gleichzeitig die Konzentration der Wasserstoffatome). . 
Im nichtrelativistischen Fall (Lyin ~ Mv?/2 < Mc?) ist 


d 2Me iz, | ev. 
= (SSNs 60a G-8 Fe elnieh 2 
(Zi), 7,62 - 10-9 nZ Wwe [11.8-+in pe (23) 


Im relativistischen Fall {fiir Protonen praktisch bei E > 2 — 3 - 10% eV: 


m 


‘ d E ) eV 
= ys 2. 10-9 nZ2/205 dein 24) 
(i 7,62 - 10-9 nZ 0,2 + Ainge | aa (24) | 


M 
gleichzeitig soll nach Voraussetzung sein E < — M ) ist 


Ist der Wasserstoft vollstindig ionisiert, so hat man im nichtrelativistischen : 


tae) — 

Fall in (22) zu setzen I = hay, = ) — = = 1,2-10! VneV, so dalaia 
? f 

] , 

(23) der Wert 11,8 durch den Wert 42 — > In n ersetzt werden muB (n ist t 


die Elektronenkonzentration). Im relativistischen Fall hat der Ausdruck fiir t 
die Verluste in einem ionisierten Gas die Form 


BR O-wp4 272 
(< )- eal m2c2 W 1} = 


leas 


Pry 4ae®n h? 
2W | 
= 7,62 10-9 nZ2 {in <7 la Cae (25) | 
mc sec 


wobei n die Elektronenkonzentration und W die Maximalenergie ist, die an/ 
ein Elektron abgegeben werden kann all 


M 2 
[W = bei s > M Mc?, W =2met() biMe<ne @ wel. 
m mC m 
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Weiter unten wird der Wasserstoff gewéhnlich als nichtionisiert angesehen, 
was den Verhiltnissen in den meisten Gebieten der Galaxis entspricht. Im 
Fall eines ionisierten Gases kénnen die Verluste bei der gleichen Konzen- 
tration m um einen Faktor 2 bis 4 gréBer sein als ohne Ionisation. Die 
Tonisationsverluste, die auf dem Vorhandensein des Heliums und der anderen 
) Elemente im interstellaren Raum beruhen, werden wir im folgenden nicht 
beriicksichtigen, da sie nicht mehr als 20 bis 25% der Verluste im Wasser- 
stoff ausmachen. 
f Protonen mit einer Energie E = 10!°eV verlieren nach (24) bei n = 0,1 
fetwa 2,3-10-8eV/sec oder wihrend ihrer Lebensdauer von J’ = 4 - 108 
§ Jahren = 1,25-10!*sec etwa 10%eV, d.h. bedeutend weniger als ihre 
») Anfangsenergie. Fiir Eisenkerne mit einer Energie von 10!° eV pro Nukleon 
(d. h. einer Gesamtenergie von etwa 5 - 1011 eV) sind die Ionisationsverluste 
in-der Zeit zwischen zwei KernstéBen ebenfalls klein. Aus den angegebenen 
| Beispielen geht hervor, da8 die Ionisationsverluste relativistischer Protonen 
und Kerne bei der Abschatzung ihrer Lebensdauer (d. h. ihrer Weglainge) zu 
} vernachlassigen sind. Diese Tatsache ist aus der Physik der kosmischen 
Strahlung wohlbekannt, und wir gehen auf die Jonisationsverluste nur des- 
halb ein, weil ihre Beriicksichtigung bei der Betrachtung der Bedingungen, 
die zur Teilchenbeschleunigung notwendig sind, wesentlich ist (siehe § 3). 
AuBer den im Fall der Protonen und Kerne betrachteten Verlusten braucht 
man keine weiteren zu beriicksichtigen (wie etwa die Verluste, die beim Auf- 
treffen der Teilchen auf Sterne entstehen, sowie einige andere verschwindend 
geringe). 
Mit Riicksicht auf die Kerne muB man jedoch noch auf die Bedeutung des 
Problems ihrer Umwandlung ineinander hinweisen [siehe (2) Seite 232 u. (1)]. 
Das Vorhandensein solcher Umwandlungen ergibt sich schon aus der Exi- 
stenz von Li-, Be- und B-Kernen in der Primarstrahlung, deren mittlerer 
Prozentgehalt im Weltall etwa um einen Faktor 10® geringer ist als in der 
kosmischen Strahlung (die Annahme, daB der Gehalt an Li, Be und B in 
einer Quelle kosmischer Strahlung um viele GréBenordnungen hoher ist als 
| der mittlere, ist aus mehreren Griinden duBerst unwahrscheinlich). Zur 
Bildung der in der Primarstrahlung beobachteten Menge an Li, Be und B ist 
erforderlich, daB die Weglinge der Kerne C, N und O im interstellaren 
Wasserstoff im Mittel nicht kleiner ist als die freie Weglinge fiir die Kern- 
stoBe, d. h. nicht kleiner als etwa 5 g/cm? (siehe Tabelle II). Die kosmische 
Strahlung, die in Erdnihe zu beobachten ist, hat also im Mittel nicht weniger 
als 3-10? Jahre existiert; am wahrscheinlichsten ist, daB die kosmische 
Strahlung im Mittel gleichmaBig in der Galaxis entsteht und in ihr wandert; in 
diesem Fall wird das mittlere ,,Alter‘‘ der Protonen und Kerne, die die Erde 
erreichen, einfach durch ihre ,,Lebensdauer‘‘ bestimmt (siehe Tabelle IJ). 
' Da Kerne wie etwa Fe um einen Faktor 25 kurzlebiger sind als Protonen, im 
kosmischen Teilchenstrom dagegen um den Faktor 5 - 10? schwacher ver- 
treten sind (1), miissen sie in der Quelle in einer um den Faktor 200 geringeren 
Menge erzeugt werden als die Protonen. Indessen ist der mittlere Gehalt der 
Eisenkerne im Weltall etwa 4-104 mal geringer als der Protonengehalt. 
AuBerdem kann infolge der Miglichkeit von Kernspaltungen ein bedeutender 
Teil der kosmischen Protonen (und a-Teilchen) sekundiren Ursprungs sein. 
46* 
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Hieraus folgt, daB in der Quelle aus irgend einem Grunde schnelle Kerne — 
unverhiltnismaBig viel leichter erzeugt werden als Protonen’), und es ist | 
nicht ausgeschlossen, daB ein betrichtlicher Teil der kosmischen Protonen 
und a-Teilchen sekundiiren Ursprungs ist. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der Verluste iiber, welche die Elektronen 
erleiden. 
Im nichtrelativistischen Fall werden die Jonisationsverluste der Elektronen 
mit hinreichender Genauigkeit durch Formel (23) mit Z =1 und M =m 
gegeben. Im relativistischen Fall betragen die Verluste der Elektronen im 
atomaren Wasserstoff 


dE\  22netn Lh om 
wlth ; 7 me 2mc2]2 
E ) eV | 
= 7,62 -10-%n {20,1 SRT ER ai Geeks Bs - (26) 
mc?{| sec 


Ist das Gas ionisiert, so gilt fiir die Elektronen die Formel (25) mit W = E/2 
und selbstverstandlich mit Z = 1. . 
Die Strahlungsverluste der Elektronen im atomaren Wasserstoff, (d. h. die 
Verluste, die auf der Bremsstrahlung der Elektronen bei ihren St6Ben mit 
Protonen beruhen) werden gegeben durch den Ausdruck 


1 (dE 
E 


a} ==. 9.0 « 10-9 4 see"*. (27) 
at / str 


Der angenommene Wert entspricht einer ¢-Einheit (Strahlungslinge), die im — 
Wasserstoff 62 g/cm? betragt [siehe (50)]. Auf dieser Strecke verringert sich 
die Energie des Elektrons im Mittel um den Faktor e, wobei die emittierten — 
Photonen eine Energie haben, die mit der Energie des Elektrons ver- | 
gleichbar ist. Eine Strecke von 64 g/cm? entspricht bei m = 0,1 einer Zeit 7 
von etwa 4-108 Jahren; innerhalb der Genauigkeitsgrenzen ist diese Zeit 
gleich der Lebensdauer des Protons (siehe Tabelle II), Die bei der Bremsung © 
der Elektronen entstehenden harten Photonen verlassen fast alle die Galaxis, — 
denn die Gasdichte in der Galaxis betriigt im Ganzen etwa 10-%5 . 1023 = 10-2 | 
g/cm? Wasserstoff?). Wenn man also das Problem des Photonengleich- | 
gewichts in groBen Gebieten des Universums nicht betrachtet (dieses inter- | 
essante Problem wurde bisher noch nicht behandelt) und sich auf unsere | 
Galaxis beschrinkt, so kann man die emittierten Photonen vom Standpunkt 
der Teilchenbilanz aus voéllig vernachlissigen. 

Von gewisser Bedeutung sind auch die Verluste, die auf dem inversen 
ComptTONeffekt, der Streuung schneller Elektronen an thermischen Photonen, 
beruhen (38, 39); diese thermischen Photonen sind in der Galaxis in hin- 


1) Das bedeutet natiirlich nicht, daB absolut genommen unbedingt weniger Protonen | 
erzeugt werden als Kerne. Sie kénnen.im Gegenteil mehrmals (etwa 10—20 mal) hiufiger * 

erzeugt werden als die Kerne. | 
*) Wir erinnern daran, daf} die geladenen Teilchen oder wenigstens die meisten von ihnen | 
infolge der ,,verzégernden‘t Wirkung der statistischen Magnetfelder im interstellaren | 
Raum die Galaxis nicht verlassen kénnen. | 
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reichender Anzahl vorhanden, da sie ja von den Sternen emittiert werden. 
Entspricht das Spektrum der Wirmestrahlung einer Temperatur von 6000°, 
so ist die mittlere Photonenenergie ¢ = 2,37k7' = 1,42 eV. Die mittlere 
Strahlungsdichte in der Galaxis, d.h. in dem Gebiet, in dem kosmische 
Strahlung vorhanden ist, nehmen wir zu 9 = 0,03 eV/cm® an, woraus eine 


mittlere Photonenkonzentration von x = & = 2. 10-2 em-3 folgt (in der 
€ 


id Ebene der Galaxis sind die Gré8en 9 und  wahrscheinlich um eine GréBen- 
ordnung hoher). In dem mit dem Elektron verbundenen Koordinaten- 


system ist die Energie des Photons e’ = 2 é (1+ cos a), wobei Bp = v/c ist, 


é die Energie des Photons im Bezugssystem der Erde ist (in diesem System 
ist die Elektronenenergie #, und der Winkel zwischen den Bewegungs- 
richtungen von Elektron und Photon a + 2). Fiir eine isotrope Strahlung ist 
: : re E ears : : 
im Mittel «’ = por ad wobei e’ < mc? ist unter der Bedingung 
é 
mc* mc? 


Fit: (28) 


Unter dieser Bedingung, die man praktisch als erfiillt ansehen kann, solange 
as és 
ath Pe 1/4 ist, (d. h. bei e = 1,42 eV, solange E < 5-10? ist), kann 
me mee a 
man den Querschnitt fiir die Streuung der Photonen an den Elektronen 
gleich dem THOMPSONschen setzen, d. h. gleich 


8a / e \? P 
Cg = 3° (=) = 6,6 - 10-25 em?. (29) 
Bei n = 2 - 10-? erhalten wir hieraus eine freie Weglange 1 = 1/o n ~ 107® cm 
und eine Zeit zwischen zwei Streuungen von 7 = l/c ~ 108 Jahren. Die 
mittlere Energie, die das Photon bei der Streuung erhilt, ist in dem be- 
trachteten Fall bis auf einen Faktor von der GréBenordnung Eins 


et E\2 \2 
AE = =} 6 = 142 Z eV 
mc mc? mc 


dE fey E \2 eV 
S| NPT) ae eos - 10-16 | —.} —., 30 
(a), Oath GE (, 3) Bs aly. (; 3) sec a0) 


und folglich 


Aus einem Vergleich der Formel (27) mit n = 0,1 und der Formel (30) ergibt 
sich, daB die Strahlungsverluste bis zu einer Energie H ~ 5 - 101° eV gréBer 
| sind als diejenigen infolge des inversen CoMPTONeffekts, und da8 bei- 
spielsweise bei EH ~ 10° eV die Verluste nach (30) um einen Faktor 40 kleiner 
sind als die Verluste nach (27). Ihren Charakter nach sind beide Arten von 
Verlusten verwandt: sie erfolgen in groBen ,,Portionen“. Fiir Elektronen mit 
: einer Energie von weniger als 10!°eV, die uns interessieren, kénnen wir 
- folglich die Verluste durch inversen COMPTON-Effekt in der Galaxis ver- 


\ 


> 
‘ 


680 W. L. GINSBURG 


nachlissigen') und werden das auch tun [derartige Verluste kénnen im 


Gegensatz dazu in einigen Varianten der Theorie des solaren Ursprungs der 
kosmischen Strahlung von Bedeutung sein (39)]. ; 


: 
Der letzte beachtenswerte Mechanismus des Energieverlusts der Elektronen 


ist der Energieverlust durch Bremsstrahlung in Magnetfeldern. In § 1 wurde 
eben diese Emission selbst betrachtet; hier interessieren uns nur die mit ihr 
verbundenen Energieverluste, die folgenden Wert haben [siehe z. B. (27)]: 


dH\ 2c paneer eta ae Pe ee By 
— (FG) = 5 (5) # (Fa) = 0.98 NO) a0 


dabei ist H die zur Geschwindigkeit senkrechte Feldkomponente, ferner ist _ 


angenommen # > mc?. 

Die Energieverluste der Elektronen sind in Tabelle III zusammengestellt. 
Im Hinblick auf die Strahlungsverluste mu8 man bedenken, daB die ange- 
gebenen Werte Mittelwerte darstellen und da die Verluste in Wirklichkeit 
in groBen Portionen erfolgen. Dagegen sind Ionisationsverluste und Verluste 
durch magnetische Bremsung kontinuierlich. In der Tabelle ist auch der 
unter gewissen Bedingungen mégliche Energiegewinn angedeutet, von dem 
in § 3 die Rede sein wird. 

Aus der Tabelle IIT geht hervor, daB die Verluste durch magnetische Brem- 
sung bei H = 3 - 10-6 voneiner Energie von etwa 109 eV an und bei H = \@@ 
von einer Energie von etwa 3-108 eV an groBer sind als die Ionisierungs- 
verluste. In erster Naherung kann man sich also gewohnlich auf die Beriick- 
sichtigung der Verluste durch magnetische Bremsung beschrinken. Im 
allgemeinen Fall erhalten wir durch Integration der Gleichung (31) 


mc mc? 2 4 H? 


EB och) came 
BE 1 (32) 
ets s 
Io 107 8edy me see 
xy 


wobei # die Energie im Zeitpunkt ¢ und E, die Energie im Zeitpunkt ¢ = 0 
ist. 

Wir nehmen an, da8 die Elektronen mit einer Energie HZ, stets mit der gleichen 
Wahrscheinlichkeit in ein interstellares Magnetfeld eintreten. Dann ist die 
Menge der Elektronen mit Energien zwischen E und E + dE, wobei E < E, 
ist, proportional der Aufenthaltsdauer dt der Elektronen in diesem Intervall 
wobei dé mit Hilfe von (31) durch d# ausgedriickt ist und K, und K Kon- 


KdE 


*) Bei hohen Energien sind die mittleren Verluste durch inversen Compton-Effekt 
vergleichbar mit den Strahlungsverlusten nach (27) oder sogar gréRer, aber immer noch 
kleiner als die Verluste durch Abstrahlung in einem Magnetfeld von ungefahr 10-6 bis 10-5 
Oersted. 
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stante sind). Die Elektronen, die im Magnetfeld gebremst werden, haben 
also unter den angedeuteten Bedingungen ein Potenzspektrum (14) mit 
y = 2. Hat das Spektrum der eintretenden (injizierten) Elektronen die 
Form N,,; = K,/E [im vorigen Fall war N,; = const - 6 (E — E,)], so hat 
das Spektrum NV,(#) im Magnetfeld die Form (19) 


Ey 
K K,dx _ const 1 1 
FE: a RP | Heal Fe-il? 


N,(£) = 


K,dzx 

2% 
groBer als ZH, und £, die Maximalenergie der injizierten Elektronen ist. Bei 
HE << E, und a > 1 ist 


wobei 


die Anzahl der injizierten Elektronen mit einer Energie 


const 


< const 
Beia <1 N.= Rr 
; const, E, 
und beia = 1 N= BR In 
Tabelle III. 


Energieverlust und -gewinn der Elektronen in eV/sec (alle Werte abgerundet). 


ve Verluste 
Tonisierungs-| Strahlungs- AeA beratlere Energiegewinn 
Elektronen- verluste verluste iia Magaebiald [Formel (36)] 
a [Formel (26)]} [Formel (27)] [Formel (31)] 

5-10? 2.7. 10-8 4-10-9 10-10 Toms 2,5 -10-° 10-5 
108 2,8 - 10-8 8-10-9 4-10-10) 4.10-® 5-10-98 2-10-75 
5 - 108 3.2 - 10-8 4-10-78 10-8 1057 2,5 - 10-8 10-4 
10? 3,3 - 10-8 8- 10-8 4.10-§ | 4-107’ 5 - 10-8 2-10-74 
3,7 - 10-8 4-107 10-8 10-5 2.5-10-7 10-3 
3,9 - 10-8 8-1077 4-.10-* | 4-1075 Bb 10? V2 10s8 
4,3 - 10-8 4-10-68 10-4 10-3 2b a 1Ose 10-2 


1) Diese Herleitung der Formel (33) ist iquivalent ihrer Gewinnung aus der Erhaltung der 

Teilchenzahl im Energieraum (d. h. letzten Endes aus der kinetischen Gleichung). Wir 
a _ dN, dN, dE 

bezeichnen die gesamte Teilchenzahl i N,(£) dE mit Ny. Dann ist “a a dt 


0 
wobei unter den angedeuteten Bedingungen K, eine Konstante ist, und zwar gleich der 
Anzahl der Teilchen, die in der Zeiteinheit ins Feld eintreten. DadN, = N,(H)d#H und 
andererseits dN, = K, dt ist, ergibt sich hieraus unmittelbar der Ausdruck (33). 
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Aus dem Ausdruck (34) kann man eine Folgerung ziehen (40), die uns auBerst. 

wichtig scheint. In der Einleitung wurde gesagt, daB bei Energien EH < 10%eV _ 
sowohl fiir die Protonen als auch fiir die Kerne y = 2 ist, was auf einen ge- 
meinsamen Ursprung beider hindeutet. Wir nehmen an, daB die Quellen 
der primaren kosmischen StrahJung Elektronen mit dem gleichen Spektrum 
erzeugen. Dann transformiert sich unter dem Einflu8B der Bremsung im 
Magnetfeld das Spektrum so, daB y = 3 wird [in (34) muB man setzen a = 2]. 
Eben dies Spektrum ergab sich aber in § 1 aus den Daten iiber die kosmische | 
Radiostrahlung. Eine Beriicksichtigung der Strahlungs- und Jonisierungs- 
verluste andert in erster Niherung nichts an dieser SchluBfolgerung. Fiir die | 
Lebensdauer (die Zeit zwischen zwei Emission erzeugenden StéBen) 7'~ 10! see 


E 1 ; 
in dem Feld H ~ 10-° ist nach Formel (32) —~ ~ +; 4 ee 


m c? Pe ee 

2-10-3 + Ei 

Energie von Elektronen mit beliebiger Anfangsenergie verringert sich bis 
auf héchstens 3-10% eV. Hieraus folgt, da& auch bei Beriicksichtigung 
der Strahlungsverluste sich das Spektrum mit y = 3 im allgemeinen 
einstellen kann. Die Ionisierungsverluste wandeln-bei kleinen Energien — 


; st st 
E <5-108 das Spektrum etwas ab («s hat die Form ea statt “a ) 


aber dieser Anderung ist bei Energien von mehr als 2—~3 - 108 eV offenbar 
unbedeutend, wie aus den experimentellen Daten iiber das Spektrum der 
Radiostrahlung folgt und mit den entsprechenden Abschatzungen fiir » 
H ~ 10-° im Einklang steht. 


Zum SchluB dieses Abschnitts machen wir noch eine Feststellung iiber « 
die kosmischen Elektronen im interstellaren Raum. Selbst wenn die 
primiren Quellen der kosmischen Strahlung keine Elektronen emittierten, — 
wirden im interstellaren Raum schnelle Elektronen erzeugt werden, und © 
zwar’ in erster Linie durch KernstéBe. Nach Daten, welche die sowjetischen — 
Physiker aus der Schule von D. W. SKOBELZYN erhielten, bildensich bei Sté6Ben | 
kosmischer Nukleonen Elektronen-Kern-Schauer : 7=-Mesonen werden erzeugt | 
und liefern bei ihrem Zerfall schlieBlich Elektronen (und Positronen, die wir © 
nicht von den Elektronen unterscheiden). Bei > 2-108 —10 eV ent- | 
steht bei jedem StoB eine Anzahl von z+-Mesonen von der GréSen- ! 
ordnung Kins [siehe (2, 41)] und demzufolge auch eine Anzahl von | 
Elektronen von der Gré8enordnung Eins. Da die Lebensdauern der Protonen _ 
und Elektronen etwa einander gleich und zwar ungefiihr gleich 4 - 108 Jahre 
sind, ist bei der Gleichgewichtskonzentration der Elektronen NV, ~ sWN, 
wobei N die Konzentration der Protonen in der kosmischen Strahlung und s 
die mittlere Elektronenzahl ist, die infolge des Verschwindens eines kos- 
mischen Protans entsteht (die Rolle der Kerne vernachliissigen wir). Wie 
gesagt, ist s von der GréBenordnung Eins, und infolgedessen sind NV, und N 
von der gleichen GréBenordnung; die Genauigkeit der vorliegenden Daten 
reicht jedoch nicht hin, um etwa auszuschlieBen, daB N, von der GréBen- 
ordnung N/10 ist. Ist das Spektrum der erzeugten Elektronen ahnlich dem — 
Protonenspektrum, (d.h. y = 2), so ergibt sich unter dem EinfluB der | 
Bremsung in Magnetfeldern wieder ein Spektrum mit y = 3, das dem Experi- | 
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ment entspricht. Auf Grund einiger Uberlegungen (siehe § 4) scheint es uns 


jedoch wahrscheinlich, daB die Hauptmenge der kosmischen Elektronen mit 
einer Energie von mehr als 2 — 3-108 eV durch die primiren Quellen der 
kosmischen Strahlung geliefert wird. In diesem Fall kénnen die Elektronen, 
die bei Kernstéfen erzeugt werden, entweder nur einen geringen Teil (etwa 
1/10) simtlicher Elektronen ausmachen, oder sie miissen im Mittel eine 
Energie unterhalb von 2 - 108 eV haben, was ziemlich wahrscheinlich ist. Die 


" * Photonen, die beim Zerfall der x°-Mesonen entstehen, verlassen die Galaxis 


praktisch ungehindert und brauchen hier nicht beriicksichtigt zu werden 


} (siehe weiter oben). 


Wie J. L. FEYNBERG (1) bemerkte, erhebt sich im Zusammenhang mit dem 


@ Problem der Umwandlung der Teilchen im interstellaren Raum die Frage 
* nach der Anzahl der in der Galaxis gebildeten Antiprotonen und Positronen 


sowie auch des Positroniums. Die Bestimmung der Konzentration aller 
dieser Teilchen (der Positronen und Antiprotonen durch Untersuchung der 
Zusammensetzung der kosmischen Primarstrahlung an der Erde, des Posi- 
troniums an Hand seiner Emission, falls diese hinreichend intensiv ist) wiirde 
eine wesentliche Verfeinerung unserer Kenntnisse iiber die kosmischen Teil- 
chen im interstellaren Raum zulassen. 


§ 3: Der statistischhe Mechanismus der Teilchenbeschleunigung 
im interstellaren Medium und in den Sternhillen 


Die Bewegung geladener Teilchen im interstellaren Medium erinnert an die 
Brownsche Bewegung oder die Bewegung der Molekiile im Gas. In der Tat 
fiihrt das Vorhandensein des interstellaren Magnetfeldes dazu, da in einem 
Gebiet, wo dieses Feld quasihomogen ist, die Teilchenbahnen sich spiralig 
um die Feldlinien winden, und im Mittel, abgesehen von dieser Zirkulation, 
fast gradlinig sind. Beim Ubergang in ein Gebiet mit einer anderen Feld- 
rightung dndern sich die Bahnen, sie bilden also im ganzen eine gebrochene 
Linie. Sind die Abmessungen der Bereiche, in denen das Feld seine Richtung 
merklich aindert, klein gegen die Abmessungen der Bereiche mit quasi- 
homogenem Feld, so kann man die Bewegung der Teilchen analog der Be- 
wegung der Molekiile im Gas behandeln: im Homogenitatsgebiet des Feldes 
erfolgt die Bewegung frei, wihrend die Richtungsinderung an der Grenze 
eines solchen Bereiches einen StoB mit einem anderen Molekiil entspricht und 
gewohnlich als momentan betrachtet werden kann. Die Abmessungen der 

tebiete mit quasihomogenem Feld spielen also die Rolle der freien Weg- 
lange l. Die freie Flugdauer ist t = 1/v9, wobei v) die Translationsgesch windig- 
keit lings der Bahn ist, die gr6Benordnungsmiabig gleich der gewohnlichen 
Geschwindigkeit des Teilchens selbst ist (wir werden deshalb in der Folge 
t ~ 1/v setzen, wobei v die Geschwindigkeit des Teilchens ist). Andern sich 
die Magnetfelder zeitlich nicht, so fiihrt der beschriebene Sto8prozeB nur zu 
einer Diffusion der Teilchen und zu einer ,,Durchmischung“ ihrer Geschwin- 
digkeiten hinsichtlich der Richtungen, aber nicht zu einer Anderung der 
Teilchenenergie. Die mittlere quadratische Entfernung L, die das Teilchen 
in der Zeit t durchmi&t, betrigt, wie aus der Diffusionstheorie bekannt 


L = V6 Dt ~ Vlvt, (35) 
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wobei D ~ ly/3 der Diffusionskoeffizient ist (eine eingehendere Behandlung — 
der Diffusion im interstellaren Raum findet sich in 31, 42 bis 44), Nach 
astronomischen Daten ist im interstellaren Raum / > 10! cm [siehe (30)], 
und bei v ~¢ und t ~ 7’ ~ 10" sec (Lebensdauer der Protonen) I, ~ 3 - 1022 em, 
d.h. von der GréBenordnung des Durchmessers der Galaxis. Bei J < 10" cm 
gelingt es also den Protonen und erst recht den Kernen nicht, in wesent- 
licher Menge die Galaxis zu verlassen. 

Die realen interstellaren Magnetfelder sind mit dem interstellaren Gas ver- 
bunden, das sich in turbulenter Bewegung befindet. In einem Koordinaten- 
system, in dem sich das Gas bewegt, sind also die Felder zeitlich nicht 
konstant. Die Beriicksichtigung dieses Umstandes andert in erster Naherung 
nichts am Charakter der Diffusion im Raum, hat aber zur Folge, daB die 
Energie der kosmischen Teilchen anwachsen kann. Diese wichtige Tatsache, 
die FERMI zuerst bemerkte (14), 14Bt sich leicht einsehen. In einem Gebiet, 
in dem das 'Magnetfeld quasihomogen ist, ist aller Wahrscheinlichkeit nach | 
auch das Geschwindigkeitsfeld des Gases homogen. Solche Gebiete kann man 
also als Ganzes unter dem uns interessierenden Gesichtspunkt als ein ein- 
ziges riesiges Teilchen auffassen, das sich mit einer Geschwindigkeit w be- 
wegt. Im Zustand statistischen Gleichgewichts muB auf jeden Freiheitsgrad 
die gleiche Energie kommen; die kinetische Energie des bewegten Gebietes 
(beispielsweise einer Wolke interstellaren Gases) ist riesig, und das mit dieser 
Wolke zusammenstoBende kosmische Teilchen muB infolgedessen im Mittel 
Energie gewinnen (die Energie der kosmischen Teilchen ist, wie man leicht 
abschaétzen kann, unvergleichlich viel geringer als die Energie, die es im 
statistischen Gleichgewicht haben mite). Hierbei geniigt es, ebenso wie bei 
St6Ben elastischer Kugeln, die Erhaltungssitze von Energie und Impuls zu 
beriicksichtigen, und man braucht den StoBprozeB selbst, der im betrachteten 
Fall auf der Einwirkung der LORENTzkraft an der Grenze zwischen den 
Bereichen beruht, nicht zu analysieren!), In Ubereinstimmung damit hingt 
das Ergebnis nicht von der magnetischen Feldstarke ab, und diese bildet nur 
den ,,Treibriemen“, der die Ubertragung der Energie von dem bewegten Gas 
auf das Teilchen gewiihrleistet. Den beschriebenen Beschleunigungsmecha- 
nismus kann man mit vollem Recht als statistisch bezeichnen. Bei der 
statistischen Beschleunigung braucht das Magnetfeld im Mittel weder zu 
wachsen noch abzunehmen, und die statistische Beschleunigung ist somit 
grundsatzlich verschieden von der Induktionsbeschleunigung. Auch hieraus 
ist klar, daB auch ohne Magnetfeld beispielsweise in einem Gasgemisch eine 
statistische Beschleunigung erfolgt. 

Wendet man die Erhaltungssiitze fiir Energie und Impuls auf den StoB eines 


; ; : ' M c? 
kosmischen Teilchens mit der Energie H = PR ate! mit einer Wolke 


V1l— we 


| 


*) Dazu, da man von StéBen im iiblichen Sinne sprechen kann, ist selbstverstiandlich 
notwendig, daB die StoBzeit klein gegen die freie Flugdauer ist; auBerdem mu der 
Kriimmungsradius der Teilchenbahn im Magnetfeld bedeutend kleiner sein als die freie 
Weglange J, da sonst das oben skizzierte Bild wesentlich anders wird (ist der Kriimmungs- | 


radius vergleichbar mit 1 oder sogar gréBer, so wird die Effektivitat der StBe offenbar 
verringert). 


2 
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(mit praktisch unendlicher Masse), die sich mit der Geschwindigkeit u be- 
= -. so kann man zeigen (14), daB bei einem Sto8 im Mittel eine Energie 


AE~— “E gewonnen wird. lm nichtrelativistischen Fall bei E ~ Mc? 


kann man dieses Ergebnis ganz leicht erhalten, wenn man die bekannten 
1 Formeln fiir den elastischen StoB langsamer Teilchen benutzt [siehe z. B.(45)]. 
9 Bei jedem StoB betragt die Energieiinderung absolut genommen AE, ~ Muv, 

‘}wobei v die Geschwindigkeit des Teilchens und uw die der Wolke sts ated iso- 


‘¥9 tropen Fall ist aber bei Mitteilung iiber die Richtungen A BE = wu? M = = “Me ap 
. c 


# Da unter kosmischen Bedingungen w?/c? < 1 und gewéhnlich v ~ c ist, sind 

die Schwankungen bei der Beschleunigung sehr gro, so daB die Energie- 

anderung bei jedem Sto8B 4 #2, ~ Muv viel gréBer ist als die mittlere Energie- 

anderung 44 ~ Mu. Wir werden jedoch hier nicht auf das Problem der 

Schwankungen eingehen und befassen uns nur etwas naher mit der syste- 

matischen Beschleunigung?). 

Die mittlere Energieainderung des Teilchens in der Zeiteinheit infolge der 

St6Be betragt offenbar 

dE A 
Tt 


u? ury 
ee LA i) 
wobei t ~ l/v die mittlere freie Flugdauer zwischen zwei StéBen und | die 
entsprechende freie Wegliange sind (1/t ~ v/l ist die Anzahl der St6Be in der 
Zeiteinheit). Hangt a nicht von der Zeit ab und ist im Zeitpunkt t = 0 die 
Energie E = M c?, so ist 


urv 


t 


E=Meet~ Mecee®! (37) 


Die Beschleunigung der Teilchen mége mit gleicher Wahrscheinlichkeit in 
jedem Zeitpunkt beginnen kénnen; auBerdem werde nur die Moéglichkeit 
des Verschwindens der Teilchen beriicksichtigt, charakterisiert durch die 


2 
1) Die Beziehung 4 # ~ “ Mc? erhalt man ohne jede Rechnung durch Betrachtung des 


Falles » = 0 (vor dem Sto8 ruht das Teilchen). Natiirlich ist die Geschwindigkeit des 
© Teilchens nach dem Sto8 mit der Wolke von der Gréfenordnung der Geschwindigkeit uv 


u2 
der Wolke und seine Energie H = AE ~ Mu? = = Mc*. 


b 2) Die Rolle der Schwankungen wurde von W. I. WEXLER und A. A. LoGunow (1) hervor- 
© gehoben und 1aBt sich besonders einfach auf Grund der Arbeit von J. P. TERLEZKI und 
+ A. A. Locunow (42) verstehen. Nach (42) fiihrt die Beriicksichtigung der Schwankungen 
. in einer gewissen Naherung dazu, daB man Formel (40) (siehe unten) durch den Ausdruck 


1 9 4 
es — + — 40 
y rad 1 : ketaa (40a) 
zu ersetzen hat; bei aT > 16/9 stimmt die Formel (40a) praktisch mit (40) tiberein. In 
dem uns interessierenden Fall y = 2,7 ist nach (40) aT ~ 0,6 und nach (40a) aT ~ 0,5, 


+ d.h. der Unterschied ist ebenfalls vollkommen unwesentlich. In gewissen Fallen kann 
jedoch eine Beriicksichtigung der Schwankungen wesentlich sein. 
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Lebensdauer 7’. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daB das ,,Alter“ eines 
Teilchens im Jntervall t, ¢ + dt liegt, 


t 


awat 4 taw a1 (38) 
=i 3% faw =1. 
: dE 1 E 
Infolge der Beziehungen (36) und (37) ist aber dt = cE und ¢ = — In nll 
infolgedessen nimmt der Ausdruck (38) die Form an % es 
1 
1 = df 
dW =const-N(E£)dE = i (M c?) 3 (39) 
1+ 
E aT 


wobei N (£) die Teilchendichte im Intervall dE ist. Das differentielle Spek- | 
trum hat also die Form | 


K 1 
ME) =F, y=l+—. (40) 


Beriicksichtigt man die Ionisierungsverluste, so wird klar, daB der statistische 
Mechanismus nur Teilchen mit einer Energie beschleunigen kann, die héher 
ist als eine bestimmte Minimalenergie (Injektionsenergie) Z;. Diese Energie 
wird offenbar durch die Beziehung [siehe (36)] 


dE 
ak; = (a), (41) 
bestimmt, wobei {| — die Ionisierungsverluste bei der Energie E ; Sind. 


dt}, 
Ist der statistische Beschleunigungsmechanismus im interstellaren Raum 
wesentlich und bestimmt er das Teilchenspektrum, so kann man aus den — 
Versuchsdaten in Verbindung mit Formel (40) den Koeffizienten a bestimmen. 
Experimentell findet man bei EZ > 10% eV y ~ 2,7, woraus nach (40) — 
aT ~ 0,6 folgt. Setzen wir fiir die Protonen 7 ~ 4-108 Jahre ~ 1,25 -10*6 see, | 


so erhalten wir): eT seeee (42) — 


Fiir die Kerne ist die Lebensdauer 7’ bedeutend kleiner (siehe Tabelle II), — 
und infolgedessen ist, wenn fiir die Protonen y = 2,7 gilt, bei dem gleichen © 
a fir He y ~8, fir Sauerstoffkerne y ~ 18 und fiir Eisenkerne y ~ 48. | 
Experimentell ergibt sich bei einer Energie von E < 3-10" pro Nukleon | 
das gleiche Spektrum fiir Protonen wie fiir Kerne, wobei y = 2,0 — 2,2 ist 
(siehe Kinleitung). Hieraus geht hervor, da8, falls der statistische Beschleu- 
nigungsmechanismus im interstellaren Raum tiberhaupt wesentlich ist, er 
nur bei Energien oberhalb E ~ 3 - 10!° yon merklicher Wirkung ist. Diese 
wichtige Tatsache steht im allgemeinen im Kinklang mit den Folgerungen 
aus Abschitzungen der Injektionsenergie ;. Unter Benutzung der Formeln 
(22) und (41) erhalten wir bei m ~ 0,1 und a ~ 5 - 10-1? die Werte F; kin = 


1) In (14) wird gesetzt T ~ 3-10? Jahre (n ~ 1), und infolgedessen ergibt sich ein Wert 
a ~3- 10°16 sec, Fir die Galaxis als Ganzes ist der Wert von (42) richtiger. i 
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L = E;— Mc* in atomarem Wasserstoff, die in Tabelle IV angegeben sind 
| (Werte abgerundet). Tabelle IV. 


Ej,xin in eV | Ej,xin pro Nukleon in eV 


_ # Ist das Gas ionisiert oder hat es eine Dichte n ~ 1 (beide Faille kommen im 
) interstellaren Raum vor), so ist die Energie £; xin einige Male gréBer. Jeden- 
ff falls ist fiir Fe EZ; xin > 3 - 1044 eV, und damit ist klar, daB wenigstens die 
“schweren Kerne in der kosmischen Strahlung bis auf eine Energie von. 
+ 3-10" eV nicht im interstellaren Gas beschleunigt werden. Es liegt nahe, 
 anzunehmen, daf dies auch fiir die Protonen gilt. 
| Wie bereits erwahnt, miissen, falls bei H > 10!° ~ 3 - 10" die statistische 
9 Beschleunigung wesentlich ist, die Spektren der Protonen und Kerne bei 
© groBen Energien vollig verschieden sein (wenn fiir die Protonen y = 2,7 ist, 
so muB fiir Eisenkerne y = 43 sein). Infolgedessen muB bei Energien LZ > 10% 
— 10% eV der Prozentgehalt der Kerne verschwindend klein sein. In experi- 
menteller Hinsicht ist dieses Problem leider bisher noch nicht geklart (1), 
* obwohl einzelne fragmentarische Daten eher fiir das Vorhandensein schneller 
+ Kerne in der Primarkomponente sprechen. Den Charakter des Kernspektrums 
“® bei hohen Energien kann man sowohl mit Hilfe der Methode der Photoplatten 
als auch durch Beobachtung von korrelierenden atmospharischen Schauern 
kliren (46). Eine Lésung des Problems der Effektivitait der Beschleunigung 
‘+ im interstellaren Raum unter Benutzung der astrophysikalischen Daten zur 
) Bestimmung des Koeffizienten a ~ u?/c? t ist zur Zeit kaum moglich. In (14) 
) wurden folgende Werte angenommen: uv ~ 3-108 und!l ~ ct = 1,3-10!8 em 
\ =~ 0,4 Parsec; die Wahl dieser Werte ist im Fall der Wolken interstellaren 
* Gases nicht gerechtfertigt (47), im Fall des verdiinnten interstellaren Gases 
@ gibt eine Wahl der Parameter zu u ~ 5- 10% und! ~ 2 - 20*cm ~ 7 Parsec 
% [siehe (30)], die zu a ~5-10-" fiihren, keinen Anla8 zu Einwendungen. Es ist 
® jedoch méglich (direkte Hinweise hierfiir gibt es nicht), da die effektiven 
«, Parameter u und 1 etwas andere Werte haben, und zwar insbesondere solche, 
i, bei denena 7 <1 und y > 3 wird. In diesem Fall ist die Beschleunigung im 
4. interstellaren Raum unwesentlich, und das beobachtete Spektrum wird durch 
» das Spektrum der in den primaren Quellen erzeugten Teilchen bestimmt. 
1, Eben diese Méglichkeit scheint uns im Lichte des oben Gesagten am wahr- 
1, scheinlichsten, wenn wir die Abschiatzungen der Energie der Teilchen, die 
* sich bei Supernovaausbriichen ergeben kann (siehe unten), beriicksichtigen 
und beachten, daB ein Index y ~ 3 sich bei interstellarer Beschleunigung 
» nur durch die zufillige ,,gliickliche“ Wahl der Parameter ergibt. Zudem 
* zeugen die Daten iiber das Spektrum von einer langsamen stetigen Zunahme 
» der GréBe y mit der Energie vony ~ 2 bis y ~ 3. Es wire zumindest seltsam, 


688 W. L. GINSBURG 


wenn Zwei verschiedene Mechanismen (primare Quellen bei H < 10% eV und 
interstellare Beschleunigung bei H > 10" eV) zu einem so stetigen AnschluB 
der Spektren fiihren sollten. Ei 
Der betrachtete Mechanismus und die Ausdriicke (36) bis (42) beziehen sich | 
natiirlich auch auf die Elektronen (JJ = m, T' ebenso wie fiir die Protonen 
etwa 4-10% Jahre). In diesem Fall sind jedoch auBer den Ionisationsver- 
lusten auch die Verluste durch magnetische Bremsung wesentlich, die mit 
der Energie schnell ansteigen, und, wie aus Tabelle III hervorgeht, ist die 
statistische Beschleunigung der Elektronen praktisch nicht wirksam (bei 
a ~5-10-" und H ~ 10-° Oersted wird das Elektron bei keiner Energie 
beschleunigt, bei H ~ 3 - 10-® tritt eine Beschleunigung in einem AuBerst 
schmalen Energieintervall um eine Energie von etwa 109 eV auf, so daB bei 
sehr geringen Energien die Ionisationsverluste den Energiegewinn weitaus 
iibertreffen, wihrend bei héheren Energien die Verluste durch magnetische 
Bremsung tiberwiegen). Selbst wenn also der statistische Mechanismus im 
interstellaren Raum in Anwendung auf die Protonen wirksam ist, so kénnen 
schnelle Elektronen auf diese Weise nicht erzeugt werden. Das Fehlen einer 
wesentlichen Menge schneller Elektronen im Experiment gestattet also eine 
unabhiangige Abschatzung fiir die obere Grenze der GréBe a, die nahezu 
gleich dem Wert (42) ist. Nimmt man jedoch, wie in (43) geschehen, den Wert 

a zu 2-10-88 an, so miiBten schnelle Elektronen im Primirstrom in gleicher 
Menge zu beobachten sein wie Protonen [vergleiche in diesem Zusammenhang 
(1, 20) und Tabelle III}}). 

Der statistische Beschleunigungsmechanismus im interstellaren Raum hat 
also bestenfalls eine beschrinkte Bedeutung, indem er das Spektrum von © 
Protonen und Kernen bei hohen Energien bestimmt. 

In dichteren Gebieten jedoch — in Sternatmosphiren, in expandierenden — 
Hiillen von Novae und Supernovae, in diffusen Nebeln — kann dieser — 
Mechanismus sehr viel wirksamer sein und bildet wahrscheinlich den Haupt- 
mechanismus (40)?). In den dichten Gebieten dauert die Beschleunigung — 


1) In (43) und ebenso in (48) wird angenommen, daf der Beschleunigungsmechanismus im _ 
interstellaren Raum nicht statistisch, sondern induktiv ist, d. h. auf dem Anwachsen des 


Feldes in dem betrachteten Gebiet beruht {ist das Feld homogen, so ist im relativistischen 


Fall EH ~ V#). Es scheint uns aber auBerst unwahrscheinlich, da innerhalb der Zeit von. 
etwa 4.10% Jahren das mittlere Feld in der Galaxis um viele GréBenordnungen ange- 
wachsen sein soll. Selbst wenn das Feld um einen Faktor von der GréBenordnung 100 oder 
1000 wiachst, wie das in den Supernovahiillen, beim Zusammensto8 von Nebeln usw. der 
Fall sein kann, so wichst die Energie im ganzen nur um einen Faktor von 10—30, und 
der induktive Mechanismus kann nur eine nebensichliche Bedeutung haben. Im Fall der 
Galaxis als Ganzem wichst das Feld wahrscheinlich noch auBerordentlich viel langsamer, 
und der induktive Mechanismus kann, zumindest ohne Heranziehung statistischer 
Elemente, nicht wesentlich sein. 

*) In der Bemerkung (37) wurde auf die Moglichkeit einer Teilchenbeschleunigung im 
interstellaren Raum (im wesentlichen allerdings auch in den dichteren ionisierten Ge- 
bieten) infolge einer Ausbreitung von Plasmawellen hingewiesen (dieser Mechanismus ist 
ahnlich dem im Fall der Linearbeschleuniger). Das Problem der Wirksamkeit dieses | 
Mechanismus ‘unter kosmischen Bedingungen ist aber, soweit uns bekannt ist, noch nie — 
analysiert worden und bleibt somit vollig offen. | 
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gewohnlich eine Zeit an, die bedeutend kleiner ist als die Lebensdauer 7’. 
So ist z. B. in einer Supernovahiille die maximale Beschleunigungszeit 


‘ tm ~ 3-108 Jahre (Zeit bis zur Zerstreuung der Hiille) und 7’ ~ 5-10! 


Jahre (bei nm ~ 10%; wahrscheinlicher ist sogar n ~ 102 und 7’ ~ 4 - 108), 
In diesem Fall kann man annehmen 7’ -> 00 und gelangt zu dem Spektrum 
[siehe (37) bis (40)] 


y t 
N(£) = <> fiir B < Emay = Mc? e%'m, 


(43) 
N(E£) =0 fir EH > Emax. 
Jedoch ergibt sich dieses Spektrum ebenso wie das allgemeinere Spektrum 


(40) nur unter der Voraussetzung, da8 der Parameter a ~ wu?v/c?l [siehe (36)] 
¢ zeitlich konstant ist. Im Fall des interstellaren Raumes ist diese Annahme 


© ziemlich naheliegend. Handelt es sich aber z. B. um die expandierende Hiille 


einer Supernova, so ist keinerlei Grund vorhanden, ohne weitere Analyse 
t 
# anzunehmen, dal a = const sei. Ista = a(t), soist H = Mc? exp fa(tdt ; 
0 


und das Spektrum andert sich. Beispielsweise ist bei » ~c und w?/l = Be _ 


a =a/t das Spektrum von Potenzcharakter mit dem Exponenten y = 1 — 1/a 
und #£ = Mc? (t/t))*, wobei t, eine Minimalzeit ist, von der an a ~ 1/t ist. 
Neben der Abhangigkeit der GréBe a von ¢t hat man auch die Méglichkeit 
zu beriicksichtigen, da nicht allein der Parameter a, sondern mehrere 
solcher Parameter eine merkliche Rolle spielen. Ubrigens kann man in einem 
solchen Fall wahrscheinlich immer noch eine zeitabhangige effektive GréBe a 
einfiihren. AuBerdem wird bei der Ableitung des Spektrums (40) und (43) 
angenommen, da die Teilchen mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jedem 
Zeitpunkt mit der Beschleunigung beginnen. In Anwendung auf die Be- 
schleunigung unter nichtstationiren Bedingungen kann diese Voraus- 
setzung sich als unzulassig erweisen. 

Aus all diesen Griinden ist es zur Zeit nicht méglich, das theoretische Spek- 


} trum der Teilchen anzugeben, die bei Supernovaausbriichen erzeugt werden 


(die vorhandenen AuBerst spirlichen experimentellen Daten sprechen auBer- 
» dem dafiir, da dieses Spektrum in verschiedenen Fallen verschieden aus- 
fallt; vergleiche § 1). Zur Bestimmung des Spektrums ist in erster Linie eine 
magnetohydrodynamische Theorie der Turbulenz und deren Anwendung auf 


* den Fall einer expandierenden Hiille notwendig. Hierbei kann es sich als 


~ erforderlich erweisen, die Schwankungen zu beriicksichtigen (siehe weiter 
' oben) und unter gewissen Bedingungen den Mechanismus der Energieiiber- 
_ tragung vom bewegten Gas auf das kosmische Teilchen zu prizisieren, denn 
die Einfiihrung des Begriffs eines StoBes der Teilchen mit den Gebieten mit 
quasihomogenem Feld ist, wie gesagt, nicht mehr gerechtfertigt. Das Fehlen 
- einer Theorie und die herrschende UngewiBheit in der Frage nach dem 
Spektrum berauben uns aber trotzdem durchaus nicht jeder Méglichkeit, 
eine Reihe von Punkten zu klairen, die mit dem Charakter der statistischen 
Beschleunigung in den Hiillen der Novae und Supernovae zusammen- 


4 


haingen!). In den Supernovahiillen ist w <5 - 10® cm/sec, und die Lebensdauer 
der Hiille bis zu ihrer Durchmischung mit dem interstellaren Gas betragt , 
weniger als 3000 Jahre oder 101!sec ; der Radius der Hiilleg ist kleinerals 10cm, | 
Das Feld H in der Hiille ist wahrscheinlich nicht gréBer als 3 - 10-* Oersted, 
und folglich der Kriimmungsradius r ~ #/300 H ~ 102 cm bei E ~ 10% ey | 
und r ~ 10% cm bei E ~ 10% eV. Zur Abschaétzung der maximal erreich- 
baren Energie nehmen wir an, daB a ~ u?v/c?l = const ist, und setzen ferner. | 
die Werte u ~ 108, 1 ~ 104, v ~ 10” und t,, ~ 10 ~ 300 Jahre. Dann ist . 
a~10°, at, ~10 und Emax ~ 10* Mc?. Der angenommene Wert fiir | f 
geniigt bei # < 10 eV den Bedingungen | > r und !1<o. AuBerdem ist bei 
den angenommenen Werten fiir die Zeit t,, der Diffusionsweg des Teilchens | 
L ~YVlvtm ~ 10 cm < @, und das Teilchen verlaBt die Hiille nicht. Infolge’ 
der Empfindlichkeit der Maximalenergie Emax gegen die Wahl der Parameter 
kann man im Prinzip auch Energien gewinnen, die bedeutend hoher sind als — 
in dem angegebenen Beispiel; so ist z. B. bei dem gleichen Parameterwerten, 

aber t, ~3-10!sec ~ 1000 Jahre Emax ~ 10!2 Mc? ~ 10% eV (fiir Pro- 

tonen)*). Natiirlich wird eine so hohe Energie in Wirklichkeit nicht erreicht, — 
da bei H ~ 107 eV und H ~3-10-4r ~ 10% cm & 9 ist. Die angefiihrten | 
Abschatzungen geben aber Grund zu der Annahme, daB infolge von Super- | 
novaausbriichen unter giinstigen Umstainden Teilchen mit den héchsten 

beobachteten Energien von 10" bis 10!8 eV erzeugt werden kénnen. Ferner ° 
ist bei statistischer Beschleunigung die Energie Eynax proportional der ° 
Teilchenmasse M [siehe z. B. (43)]. Die mittlere Energie pro Nukleon ist also 

fiir die Kernkomponente die gleiche wie fiir die Protonen; die Spektren von 

Protonen und Kernen miissen ebenfalls gleich sein, was den experimentellen — 
Daten entspricht. Im Krebsnebel kommen, wie in § 1 angedeutet, Elektronen — 
mit Energien von etwa 10" bis 10!2 eV vor, und die Protonen miissen folglich 

bis zu einer Energie von etwa 10" bis 105 eV beschleunigt werden, Eisen- — 
kerne bis zu einer Energie von etwa 10'* bis 1017 eV. Die oben ausgespro- - 
chene Annahme iiber die Méglichkeit einer Gewinnung sehr hoher Energien | 
bei Supernovaausbriichen findet also im gewissen Umfange experimentelle / 
Bestatigung. 
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Die statistische Beschleunigung in Sternhiillen und anderen dichten Gebieten | 
verdient besondere Beachtung vom Standpunkt des Problems der Injektion. | 


1) Wir beschriinken uns hier auf die Betrachtung eines derartigen Falles. Der statistische » 
Beschleunigungsmechanismus ist aber auch in den anderen relativ dichten Gebieten der * 
Galaxis von Bedeutung (bei StéBen diffuser Nebel (48), beim StoB eines Nebels mit einem if 
Stern usw.), ferner in der Sonne und in ihrer Umgebung. Besondere Beachtung verdient | 
die statistische Beschleunigung in der Sonne (40), da dies Problem zum Verstandnis einer ° 
ganzen Reihe von Erscheinungen der Sonnenaktivitat wichtig ist (siehe I, 2, 6, , 
35, 49). 

*) Bei Verringerung der Teilchengeschwindigkeit » nimmt a ab. Bei kleinen Geschwindig- - 
keiten verringert sich jedoch auch der Kriimmungsradius, und kleinere Werte J > r kénnen |. 
eine Rolle spielen (bei v ~ 3 - 108 fiir Protonen bei H ~ 10-4 ist r ~ 3. 108). AuBerdem | 
kann im nichtrelativistischen Gebiet, wo der Induktionsmechanismus wirksamer ist, dieser > 
eine gewisse Hilfsrolle spielen, da das Feld immerhin um einen Faktor von der GréBen- - 
ordnung von 100 bis 1000 wiichst. | 
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Fir nichtrelativistische Teilchen erhalten wir unter Benutzung der Formeln 
(41) und (23) 


m 
— Zin? 
i 2 
Exxin = 2,3 - 10-7 {42 +In oe sea a Inn aa = 
Z*n? 
<4-10-19 ae eV. | an 


))wobei £; xin die kinetische Injektionsenergie eines Teilchens mit der Masse M 
Yund Ladung Z ist [m Elektronenmasse, n Elektronenkonzentration; das Gas 
wird als vollstandig ionisiert vorausgesetzt, was in (23) durch Ersatz des 
©) Koeffizienten 11,8 durch den Koeffizienten 42 — 1/2 In n beriicksichtigt ist]. 
tIn Supernovahiillen ist bei a ~ 10-® (siehe oben) und n ~ 10? fiir Elektronen 
E;,xin Kleiner als 4000 eV, fiir Protonen £; yin kleiner als 2 eV und fiir Eisen- 
vikerne E; xin < 20000 eV. Die beiden letzten Zahlen sind nicht real, da die 
(Formel (23) fiir die Ionisationsverluste nur anwendbar ist, solange die 


idigkeit der Elektronen im Gas, d.h. solange v S VkT'/m ist. Natiirlich ist 
* aber die Injektionsenergie in der Wolke auBerst klein, eine Folge des verhaltnis- 
}maBig groBen Werts vona. Bei der statistischen Beschleunigung in Stern- 
Whiillen entsteht also das Problem der Injektion nicht in der Form wie im 
interstellaren Raum, und man kann eher besorgt sein, daB die Injektions- 
energie nicht zu klein ist, denn in diesem Fall wiirden viele Teilchen be- 
lischleunigt werden, und der ganze Vorgang wiirde ziemlich rasch abklingen. 
Eine ins einzelne gehende Analyse dieses Problems ist noch nicht durch- 
M gefiihrt worden, und wir beschrinken uns hier auf eine Bemerkung. 
‘& Bei geringer Energie der Ionen, bei der ihre Geschwindigkeit v kleiner ist als 
108 und folglich Ey, = Mv?/2 < M/m eV, ist die Ionenladung nicht gleich Z 
wt (,,nackter“‘ Kern), sondern gleich Eins (oder Zwei). Im Anfangsstadium der 
© Beschleunigung, wo das Problem der Injektion allein wesentlich ist, erfolgt 
jalso die Beschleunigung fiir Jonen leichter als fiir Protonen [siehe (44)]. 
» Moéglicherweise ist dies wesentlich zur Erklarung der Tatsache, daB Kerne 
\ in den Quellen der kosmischen Primirstrahlung leichter erzeugt werden als 
© Protonen (vergleiche § 2). Unter diesem Gesichtspunkt kann auch der 


§ 4: Bemerkungen zur Theorie des Ursprungs der kosmischen Strahlung 


‘)a) Einige -Folgerungen aus den experimentellen Daten. Kritik 
der Hypothese des solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung 
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ein quasisphirisches Untersystem mit einem Radius R ~ 3 - 10” cm A 
~ 10000 Parsec. Die primiaren Quellen der kosmischen Strahlung liegen aller 
Wahrscheinlichkeit nach im Gebiet der Ebene der Galaxis (einer Schicht 
mit einer Dicke von etwa 100 Parsec). In die von dieser Ebene weiter ent- 
fernten Gebiete dringen die Teilchen durch Diffusion im interstellaren Gas | 
ein. In der Tat ist wihrend der Lebensdauer der Elektronen 7’ ~ 4-108 Jahre = | 
~10!* sec nach (35) die Diffusionsstrecke L ~ Vict ~2- 108 V1 ~Rw 
~ 3-107 cm bei! ~ 101% cm. Unter Beriicksichtigung der Ungenauigkeiten 
der Abschatzung steht der gewonnene Wert / mit anderen astrophysikalischen 
Daten im Einklang. Die riumliche Verteilung der Protonen muB ahnlich 
sein wie die der Elektronen, da die entsprechenden Lebensdauern dhnlich sind. | 
Die Kerne dagegen miissen ein etwas stairker abgeflachtes Untersystem bilden 
(wir erinnern daran, daB die Lebensdauer etwa fiir Eisenkerne 25mal kleiner 1 
ist als die fiir Protonen). Dasselbe gilt fiirdieschnellen Elektronen (E > 10%eV), 
so dafi in der Ebene der Galaxis also eine gewisse Konzentrierung deri 
schnellen Elektronen herrschen mu8. Dieser Umstand ist einer Nachpriifung » 
durch radioastronomische Methoden zuginglich (19). 

2. Das Vorhandensein von Li-, Be- und B-Kernen in der kosmischen 
Strahlung an der Erde zeugt davon, daf die Weglinge der kosmischen * 
Protonen, welche die Erde erreichen, im Mittel nicht weniger als 5 bis 10 g/cm? ‘ 
interstellaren Wasserstoffs ausmacht (Flugdauer 7’ > 3 — 6-10? Jahre). 
Am wahrscheinlichsten ist, wie insbesondere aus dem vorhergehenden: 
Punkt 1 folgt, daB die kosmische Strahlung in der Galaxis mehr oder weniger i 
gleichformig verteilt ist. In diesem Fall ist das mittlere ,,Alter‘‘ der Teilchen, - 
die die Erde erreichen, von der Gré8enordnung ihrer Lebensdauer}), die fiir? 
Protonen 25mal groBer ist als fiir Eisenkerne (Zp, ~ 4-108 Jahre, Tye ~d 
~ 1,6-10° Jahre). Im Primiarstrom an der Erde ist die Konzentration der’ 
Eisenkerne etwa um den Faktor 3,5-+103 geringer als die der Protonen, | 
wahrend ihre in den Quellen erzeugte Menge nur umeinen Faktor € ~ 3,5 - 103!) 
T'Fe/T'pr ~ 150 kleiner sein kann als die der Protonen. In Wirklichkeit ist €/ 
noch kleiner, da ein Teil der Protonen und a@-Teilchen in der kosmischen!. 
Strahlung durch Zerfall komplizierterer Kerne entstanden sein mu8. Dem- | 
gegeniiber ist die Konzentration der Kisenkerne im ganzen Weltall im Mittel» 
um einen Faktor von etwa 4-104 geringer als der des Wasserstoffs, Wir: 
kommen also zu dem SchluB, daB in den Quellen die Kerne mit bedeutend: 
groBerer Effektivitiit erzeugt werden als die Protonen (falls die chemische: 
Zusammensetzung des Gases in der Quelle mit der mittleren iibereinstimmt,. 
so muB die Wahrscheinlichkeit fiir die Beschleunigung etwa eines Eisenkerns: 
mindestens um etwa 10° gréBer sein als die Wahrscheinlichkeit fiir die Be-: 
schleunigung eines Protons). Beriicksichtigt man die ungeheure Menge voni 
Elektronen in den Quellen, deren Konzentration in der kosmischen Strahlung; 
mit der Protonenkonzentration vergleichbar ist (siehe § 1), beachtet mani 
ferner die Méglichkeit einer Entstehung von Elektronen im interstellaren! 
Raum bei KernstéBen, so kommt man zu dem SchluB, daB die Elektronen), 


1) Wiirden die Teilchen vorwiegend in der Nihe des Sonnensystems erzeugt und kénnten) 
dieses Gebiet verlassen, so kénnte das mittlere Alter der kosmischen Protonen und der 
leichten Kerne gleich sein, und zwar wegen des oben Ausgefiihrten etwa 5 bis 10 g/em?. 
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{ it einer Effektivitit erzeugt werden, die jedenfalls nicht groBer ist als die 
“) Hiir die Protonen. 
1/3. Bei Energien EF <3-10'° eV/Nukleon stimmen die Spektren von Pro- 
tonen und Kernen iiberein (y ~ 2), was fiir ihren gemeinsamen Ursprung 
‘WSspricht. Fiir Elektronen ist y ~ 3; jedoch bedeutet dies, wie in § 2 gezeigt, daB 
“)}in den primiren Quellen auch fiir Elektronen y ~ 2 ist. Alle Komponenten 
der kosmischen Strahlung werden also mit dem gleichen Spektrum mit 
= y ~ 2 erzeugt. Wo erfolgt diese Erzeugung? Im interstellaren Raum kann, 
~ fda eine relativ hohe Injektionsenergie erforderlich ist, nur die weitere Be- 
f schleunigung der Teilchen, nicht aber ihre primaire Beschleunigung erfolgen. 
y@ Sind die Quellen gleichmaig im Raum verteilt, so hat das Spektrum der 
* beschleunigten Teilchen die Form (40), und, wie in § 3 gezeigt wurde, kann 
die interstellare Beschleunigung nur fiir Energien E > 101°—10" eV wesent- 
lich sein. Ist die interstellare Beschleunigung wesentlich, so muB sich das 
j Spektrum der Kerne stark von dem der Protonen unterscheiden, fiir die 
fin diesem Fall bei den héchsten Energien y ~ 2,7—3,0 sein muB. Nach 
“einer Reihe von Uberlegungen (siehe § 3) ist es wahrscheinlicher, daB die 
2} interstellare Beschleunigung gar nicht wirksam ist und daB das Spektrum 
©) vollstandig durch die primaren Quellen bestimmt wird. In diesem Fall ist es 
| moglich, da fiir Protonen und fiir Kerne hoher Energie y ~ 2,7 oder daB 
¢ sogar fiir Kerne y ~ 2,7 und fiir Protonen y noch gréBer ist (bei interstellarer 
* Beschleunigung ist umgekehrt yxern > 7prot). Hine gewisse Zunahme des 
Exponenten beim Ubergang zu hohen Energien kann nicht nur auf der 
Anderung der Erzeugungsbedingungen in der Quelle, sondern auch auf der 
Rolle der Teilchendiffusion aus der Galaxis hinaus beruhen. Bei # ~ 10% 
bis 102? eV ist namlich der Kriimmungsradius bei H ~ 10-5 von der GréBen- 
ordnung r ~ 3-10!’—3.-101*, die effektive freie Weglange ] waichst, und 
die Abwanderung der Teilchen aus der Galaxis wird beschleunigt, was zu 
einer Zunahme von y mit wachsender Energie fiihrt. Wahrscheinlicher ist 
jedoch, daB allein die Eigenschaften der Quellen bestimmend sind. 
4. Die Frage nach der Natur der Quellen der kosmischen Strahlung wird 
+ etwas weiter unten erértert werden. Hier weisen wir auf gewisse Forderungen 
an diese Quellen hin, die aus den experimentellen Daten hervorgehen. Die 
Energiedichte der kosmischen Teilchen in der Galaxis betrigt etwa 1 eV/cm? 
(vergleiche die Einleitung), das Volumen, das die Galaxis einnimmt, ist 
Vw~ - R? ~ 108 cm, und die Gesamtenergie der kosmischen Strahlung 
ist demnach etwa W ~ 108 eV. Da die Zusammensetzung der kosmischen 
Strahlung nach etwa 7’ ~ 4-108 Jahren erneuert wird, erhalten wir fir die 
Intensitat der Quellen kosmischer Strahlung W/7' ~ 10° eV/sec ~ 10 erg/sec. 
Dieser Wert ist wahrscheinlich um eine bis zwei GréBenordnungen zu hoch, 
da die maximalen Werte fiir Energiedichte und Volumen benutzt wurden; 
es ist also : 
W ~ 1038 ~ 104° aE (45) 

fis sec 


Eine noch grébere Abschatzung fiir die Anzahl der erzeugten Teilchen erhalt 
- man hieraus durch Division durch die mittlere Energie der kosmischen 


! 47* 
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Teilchen Z ~ 10% eV: in der Galaxis miissen W /TE ~ 10% — 10% Teilchen 
pro Sekunde erzeugt werden. 
Oben sind wir von der Voraussetzung eines Ursprungs der kosmischen | 
Strahlung ,,in der Ferne‘ ausgegangen, d. h. davon, daB die Verteilung der 
kosmischen Strahlung in der Galaxis, zumindest in ihrem groBeren Teil, 
ungefihr gleichférmig ist. Zugunsten dieser Annahme sprechen einige Daten, 
die zum Teil schon erwahnt wurden. Es gibt aber auch eine andere Hypothese, 
welche die Entstehung der kosmischen Strahlung mit der Sonne oder den uns | 
nachsten Sternen verkniipft (10, 11, 13, 43). Der Unterschied zwischen den | 
beiden Hypothesen ist natiirlich grundsitzlicher Art. Wir missen deshalb 
auf die Theorie des solaren (oder in der Umgebung der Sonne stattfindenden) 
Ursprungs der kosmischen Strahlung naher eingehen und klaren, in welchem 1 
Grade sie Beachtung verdient. | 
Nach der Hypothese des solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung (10, 11) | 
werden diese in der Sonne oder in ihrer Nahe erzeugt [in (17) wird ange. - 
nommen, daf die Beschleunigung innerhalb der Erdbahn erfolgt] und durch 
das Magnetfeld in einem Volumen vom Radius R zusammengehalten. Hierbei 
treffen natiirlich die Teilchen nicht unmittelbar von der Sonne auf die Erde 
auf, sondern aus dem gesamten Gebiet, in dem sie nach ihrer Beschleunigung 
in der Umgebung der Sonne angesammelt werden. Zugunsten dieser Hypo- 
these gibt es im wesentlichen ein Argument: es ist experimentell festgestellt 
worden, daB wahrend starker Sonneneruptionen manchmal kosmische 
Strahlung entsteht; in geringerer Menge entsteht kosmisché Strahlung in 
der Sonne (oder in ihrer Umgebung) wahrscheinlich nicht nur bei Eruptionen, 
sondern auch im Zusammenhang mit anderen Vorgingen [Flecken, Protu- 
beranzen usw. ; siehe (1, 2, 51)]. Ein anderes Argument zugunsten des solaren — 
Ursprungs der kosmischen Strahlung besteht darin, daB im Fall ihres 
galaktischen Ursprungs die Energie, die bei der Bildung der kosmischen — 
Strahlung aufzuwenden ist, nur etwa 104 mal kleiner ist als die Energie, 
die simtliche Sterne als Licht ausstrahlen!), was als unwahrscheinlich an- 
gesehen wird (10). Diese Behauptung ermangelt aber unserer Ansicht nach 
jeder Begriindung. Bei den Supernovaausbriichen ist die Energie, die zur 
Beschleunigung kosmischer Teilchen aufzuwenden ist, vergleichbar mit der 
als Licht emittierten Energie (siehe § 4b). Hieraus und aus anderen Uber- 
legungen kann man mit Sicherheit schlieBen, daB der Ubergang von etwa 
10-4 Teilen der von den Sternen in Form von Licht emittierten Energie in 
Energie der kosmischen Strahlung durchaus méglich ist und da hier gar keine 
Schwierigkeiten liegen. Was die Erzeugung von Teilchen durch die Sonne 
anbelangt, so hat man experimentell nur Teilchen mit einer Energie von 
1) Die Energiedichten der gewohnlichen und der kosmischen Strahlung in der Galaxis 
sind etwa von gleicher GréBenordnung. Die kosmischen Teilchen haben eine Lebensdauer 
von 4-108 Jahren, wihrend das Licht sich etwa R/e ~ 1012 sec = 3-104 Jahre in der 
Galaxis aufhalt (R ist der Durchmesser der Galaxis). Hieraus folgt, daB die Energie, die 
zur Aufrechterhaltung der Intensitat der kosmischen Strahlung erforderlich ist, um 
4 - 10/3 - 104 ~ 104 mal kleiner ist als die Energie, die in Form von Licht emittiert wird. 
In der Hypothese des solaren Ursprungs gibt es kosmische Strahlung nur in einem 
verhiltnismaBig kleinen Gebiet um die Sonne, und der Anteil der Energie, der zu ihrer 
Erzeugung notig ist, verringert sich also stark. 
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etwa 10° eV beobachtet. Es gibt also keinen unmittelbaren Grund fiir die 
Annahme, da8 die Sonne Teilchen auf héhere Energien beschleunigen kann. 
Ferner betragt in einem Feld H ~10- der Kriimmungsradius fiir ein 
§Teilchen mit H ~ 10" eV nicht weniger als 3 - 10!6 cm; der Durchmesser der 
| Umgebung der Sonne, in der die kosmische Strahlung zusammengehalten 
}wird, betrigt ebenfalls etwa 3 - 10'® [siehe (11) und weiter unten]. Hieraus 
geht hervor, da Teilchen mit Z > 10" eV sicherlich nicht solarer Herkunft 
sein kénnen; ihr Spektrum aber bildet eine stetige Fortsetzung des Spektrums 
}fir Energien unter 10*eV, was im Rahmen der Hypothese des solaren 
~ Ursprungs zumindest duBerst seltsam ist. Gegen die solare Hypothese 
sprechen auch die radioastronomischen Daten, die davon zeugen, daB 
kosmische Strahlung auch weit auBerhalb der Grenzen des Sonnensystems, 
im interstellaren Raum und in einzelnen Nebeln vorhanden ist (siehe § 1). 
Unseres Erachtens gibt es also kein einziges Argument zugunsten der Theorie 
des solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung, wihrend eine ganze Reihe 
} von Tatsachen dagegen spricht. 

Diese Schlu8folgerung gewinnt noch bedeutend an Uberzeugungskraft, 
* wenn man das Problem der Existenzbedingungen einer ,, Wolke‘ kosmischer 
Strahlung in der Umgebung der Sonne eingehend erértert. Zwei Méglich- 
} keiten sind denkbar: der Radius des entsprechenden Gebiets R kann ent- 
weder von der GréSenordnung des Radius der Erdbahn Fg sein oder aber 
bedeutend gréBer. Im ersten Fall verschwinden die kosmischen Teilchen 
vorwiegend durch Sté%e mit den Planeten und haben eine Lebensdauer von 
etwa 5000 Jahren, d.h. ungefaihr 10™ sec (52). Die (Gasdichte im Sonnen- 
system ist kleiner als 10-?* g/em*, und folglich durchlaufen die Teilchen 
wahrend ihrer Lebensdauer einen Weg von weniger als 101! -3 - 101! - 10-72 ~ 
~ 0,3 g/em?, wahrend fiir die Bildung von Li, Be und B notwendig ist, daB 
die Weglinge gréBer ist als 5 bis 10 g/em*®. Dieses Argument sowie noch 
iiberzeugendere Abschatzungen!), die auf der Forderung, da die kosmische 
Strahlung auf der Erde keine Anisotropie haben darf (11), und auf der Be- 
riicksichtigung der Bilanz der Teilchenzahl (47) beruhen, fiihren zu dem 
SchluB, daB RS Rs und konkret R ~ 10'* = 10" cm ist. Wir fiihren diese 
Abschitzung von # durch, indem wir von den Betrachtungen tiber die 
Teilchenbilanz ausgehen. 

Die Intensitét der kosmischen Strahlung auf der Erde betragt J ~ 0,3 
Teilchen pro cm? sec und Raumwinkeleinheit, der mittlere Strom kosmischer 
Strahlung von der Sonne, der die Erde unmittelbar erreicht, 1Q Aw ~7- 
- 10-4 zI [siehe (47)] (Iq ist die Intensitat der solaren kosmischen Strahlung 
und Aw der Raumwinkel, unter dem die Sonne von der Erde aus erscheint). 
Die Dichte der kosmischen Strahlung in dem Gebiet, in dem sie sich an- 
» sammelt (der Radius dieses Gebietes sei #), ist von der GréBenordnung 


4m 43 : 
N~ Bz I, und ihre Gesamtmenge betragt = iE = RR’, Diese Menge muB 
c 


entscheidend sein, da die Dichte des Staubes im Sonnensystem wahrscheinlich etwas gréfer 
| ist als die Gasdichte und da es somit méglicherweise gelingen wiirde, das Auftreten der 
' erforderlichen Anzahl] Li-, Be- und B-Kerne zu erkliren. 


{ 1) Diese Bemerkung tiber die Menge des von Teilchen durchdrungenen Gases kann nicht 
d 
; 
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die Sonne wihrend der Lebensdauer 7 der Teilchen liefern, also 


4x 4 . 
3 BL =1940T 42 Ri. (46) 


Setzen wir die angegebenen Werte ein, so erhalten wir 
R~O1cT ki. (47), 


Wegen Rs = 1,5 - 10 em erhalten wir bei 7 ~ 5000 Jahre aus (47) R ~ 
~ 10%cm, wahrend bei der Abschaitzung der Zeit 7 angenommen wurde, 
daB k ~ Kg ist. Es ist also R S Rg. In diesem Fall ist aber die Zeit T die 
Lebensdauer der Teilchen bei der Bewegung im interstellaren Raum, also | 
T ~ 4-108 Jahre oder vielleicht 7’ ~ 4 - 10? Jahre, da in dem uns inter- 
essierenden Gebiet wahrscheinlich n ~ 1 und nicht n ~ 0,l ist. Hieraus folgt 
Rk ~3-10%cm ~ 0,01 Parsec. 

Bei dieser Abschatzung wurde offenbar vorausgesetzt, daB die kosmischen 
Teilchen das betrachtete Gebiet nicht verlassen und daB ihre Zahl sich nur 
durch Kernsté8e verringern kann (oder durch Strahlungsverluste im Fall 
der Elektronen). Damit aber die Teilchen in einem Gebiet mit R ~ 3 - 10%cem 
zusammengehalten werden kénnen, sind sehr rigorose Bedingungen not- 
wendig. In einem homogenen Magnetfeld treten die Teilchen praktisch 
sofort aus dem betrachteten Gebiet aus, und zwar in Richtung der Kraft- 
linien des Feldes. Ist das Feld inhomogen und erfolgt eine Diffusion, so laBt 
sich bei irgendeiner verniinftigen Annahme tiber den Diffusionskoeffizienten | 
ebenfalls ein starker Abflu8 von Teilchen nicht verhindern. In der Tat kann 
die freie Weglinge (bezogen auf die Streuung der Teilchen durch das Magnet- « 
feld) nicht kleiner sein als etwa 10 cm. Es geniigt zu sagen, daB der Kriim- - 
mungsradius bei H ~ 10-5 und E ~ 10" eV etwa3 - 1012. em betragt, wihrend | 
die freie Wegiinge fiir Atome interstellaren Wasserstofis bei n ~ 1 sogar » 
10%—10% cm betraigt. Ein Magnetfeld, das bei R > Rg keine Rolle spielt : 
(bei Rk > Rg ist es kleiner als 10-8 Oersted), ganz zu schweigen vom Magnet- - 
feld der Sonne selbst, kann sich auf Abstinden von weniger als 1013 em nicht q 
stark indern. Wahrscheinlicher ist sogar, wie aus astrophysikalischen Daten Y 
hervorgeht, daB sich das Feld erst auf Abstiinden von 10'8—1019 em stark : 
iindert. Verwenden wir den minimalen Wert von etwa 1013 cm, so erhalten | 
wir fiir den Diffusionskoeffizienten 


l 
Dw~ S ~ 103 cm? sec-!, 
und die Strecke R wird in einer Zeit 

R* (3+ 1038)2 

OD ee ey 9 ~: ) 4, 
t aD 6108 10° sec ~ 30 Jahre 

durchlaufen. 
Die Theorie des solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung kann also nur | 


ernstlich in Erwigung gezogen werden, wenn das Magnetfeld in einem Gebiet 
mit einem Durchmesser von etwa 10%—101 em um die Sonne ringférmigen | 
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harakter hat, d. h. wenn die magnetischen Feldlinien geschlossen sind, wie 
ALFVEN auch annahm (11). Eine solche Annahme ist aber sehr folgenschwer, 
that keinerlei reale Begriindung und wird nur mit dem Zweck angestellt, die 
“Theorie des solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung zu retten. Bedenken 

ir dies und alle iibrigen Betrachtungen, die oben durchgefiihrt wurden, so 
k6nnen wir uns der Ansicht nicht verschlieBen, daB die Hypothese des solaren 
rsprungs der kosmischen Strahlung vdllig unbegriindet ist und zumindest 
“igegenwirtig in keiner Weise mit der Hypothese des galaktischen Ursprungs 
der kosmischen Strahlung wetteifern kann. Unsere Bemerkungen beziehen 
sich im wesentlichen auch auf die Variante der Theorie des Ursprungs der 
kkosmischen Strahlung, die von J. P. TERLEZKI und A. A. LoGUNOW vor- 
‘égeschlagen wurde (43). In (43) wird angenommen, daB die Beschleunigung 
{jim interstellaren Raum erfolgt, wobei a7’ > 1 ist [siehe (40)]; damit der 
“Exponent y nicht gleich Eins ist, wie aus (40) mit @7' > 1 folgen wiirde, 
“sondern in Ubereinstimmung mit dem Experiment nahezu 2,5 wird, wird in 
1} (48) die Verteilung der kosmischen Strahlung als raumlich inhomogen voraus- 
*?gesetzt. Ist dann der Diffusionskoeffizient proportional der Energie, so werden 
$die schnelleren Teilchen zuerst aus dem Gebiet in der Umgebung der pri- 
miaren Quellen der kosmischen Strahlung heraustreten, und in diesem Gebiet 
pfist y ~ 2,5. Hierbei miissen sich die Quellen in einer Entfernung von k< 


Je yé (Z — E,) vom Beobachter befinden, wobei H die Teilchenenergie, 


|\E, ihre Anfangsenergie, a der Koeffizient in der Gleichung (36) und der 
® Diffusionskoeffizient D = BE ist. Ferner wird in (43) gesetzt a = 2 - 10-38, 
= 7 =—2-10% (d.h.aT = 400), B ~c/3 eH oder D ~ cE/3 eH = cr/3, wobei 
=r = L/eH = E(eV)/300 A der Kriimmungsradius im Magnetfeld ist. Hieraus 
folgt bei E ~ 10% eV > EZ, im Feld H ~ 10° R<2YV Via ~6-10"% em 
Siund im Feld H ~ 10-* R <2 -10'8 cm. Selbst wenn man fiir @ einen Wert 
10-5 annimmt (siehe weiter unten), wird die Linge R& von der GroBenordnung 
S}oder noch kleiner als der Abstand bis zu den nichsten Sternen, der etwa 
£1,3 Parsec ~ 4-10!8 cm betragt. Es ist also klar, daB es sich in (43) im wesent- 
i:lichen um eine Theorie des solaren Ursprungs der kosmischen Strahlung 
u: handelt, vielleicht mit zusatzlicher Beriicksichtigung der Strahlung einiger 
tnichster Sterne, unter denen bekanntlich keine Sterne mit besonders 
/ anomalen Eigenschaften (Novae, Magnetsterne usw.) sind. Wie uns scheint, 
/ sind simtliche erwihnten in der Arbeit (43) getroffenen Voraussetzungen 
) entweder unbegriindet oder unzutreffend. Im § 2 wurde angedeutet, daB der 
) Wert a = 2 - 10-18 unzutreffend ist, da hierbei schnelle Elektronen vorhanden 
sein miiBten [wie aus der Arbeit (39) hervorgeht und unter Benutzung der 
Formel (30) leicht zu zeigen ist, beeinfluBt eine Beriicksichtigung des 
- inversen CompToNeffekts fiir die Sonnenstrahlung bei & > Fg diese SchluB- 
folgerung nicht]. Selbst in einem Feld H ~ 10-5 (es ist dabei RK < 6 - 10" cm 
bei « ~ 10-15) kann die GréBe @ nicht gréBer sein als 5 - 10!°—10-* sec~* 
i (siehe Tabelle III). Aber auch bei a =.10-4 ist der Parameter aT = 2, 
wihrend die Bedingung a7’ > 1 praktisch nur bei a7’ > 5 — 10 als erfiillt 
angesehen werden kann. Man kann die Situation nur durch VergréBerung 
| des Wertes 7’ retten, die in der Umgebung des Sonnensystems kaum gerecht- 
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nm ~ 1). Ferner sehen wir keinen Grund, die freie Weglange fiir die Streuung 1 
als ungefahr gleich r zu betrachten, wie in (43) angenommen wird [wie oben 
gesagt, ist in (43) D ~ cl/3 ~ cr/3]. Der Fall! ~ r tritt ein bei der Streuung 


an einem magnetischen Dipol [siehe (1)],. wenn das Homogenitiitsgebiet des | 


Feldes sehr viel kleiner ist als der Kriimmungsradius. Bei E ~ 10? eV ist 


jedoch r ~ 3 - 10" cm, und das Feld kann, wie oben gesagt, nicht in kleineren 


Abstinden wesentlich inhomogen sein, sondern ist nach allen Angaben eher 
sogar noch auf Abstaénden von etwa 101* — 10!®cm homogen. Die Annahme 
einer Proportionalitat des Diffusionskoeffizienten D mit der Teilchenenergie# 


ist also véllig unbegriindet, insbesondere in einem so groBen Energie- 


intervall. 


AuBer den erwaihnten Schwierigkeiten sowie den ebenfalls angedeuteten 


Argumenten radioastronomischer Art gegen jede Theorie des solaren Ur- 
sprungs der kosmischen Strahlung geniigt die Theorie (43) noch nicht einmal 


der verbindlichen Forderung des Vorhandenseins einer Bilanz der Teilchen- . 


zahl. In der Tat ist die Anzahl der Teilchen, die das betrachtete Gebiet um 


- DN Sa : 
die Sonne verlassen, Y ~42 R?——, denn der Diffusionsstrom ist . 


R 2 
j= —DAN ~ ae wobei & eine charakteristische Abmessung und N 


die Teilchenkonzentration ist. Nehmen wir D zu etwa cr/3 ~ 10% (bei 
E ~ 10" eV), R zu etwa 10cm und NW zu etwa 10-38 an, so erhalten wir 
einen Teilchenstrom von Y ~ 10%? Teilchen/sec. Von der Sonne geht ein 
Teilchenstrom Y@ ~ 4 aR. I@ Aw ~ 10% Teilchen/sec aus (siehe oben). Die 


Sonne liefert also um 8 GréBenordnungen weniger kosmische Teilchen, als 


— 


fertigt ist (der angenommene Wert 7' = 2-10 entspricht einer Dichte : 


zur Aufrechterhaltung der Bilanz notwendig sind. Selbst wenn man sich — 
Mihe gibt, den Bereich, der von kosmischer Strahlung erfiillt ist, bis auf ‘ 
einen Wert k ~ 10!® cm zu erweitern und den Anteil einiger nachster Sterne + 
beriicksichtigt, indert sich die Lage nicht, da diese Sterne durch nichts be- . 
sonders bemerkenswert sind und gar kein Grund zu der Annahme vorhanden , 


ist, daB sie kosmische Strahlung um viele GroBenordnungen stirker emit- - 
tieren als die Sonne. Erginzt man dagegen das Schema (43) durch die An- » 
nahme eines ringformigen Feldes, so kénnen die Teilchen das Gebiet um die + 
Sonne nicht mehr verlassen, gleichzeitig wird aber ihr Spektrum nun durch | 
den Exponenten y = 1 gekennzeichnet. Infolgedessen sehen wir keine » 
Moglichkeit, die Variante der Theorie des solaren Ursprungs der kosmischen | 
Strahlung, die in (43) vorgeschlagen wird, zu retten. Die negative SchluB- « 
folgerung iiber die Hypothese des solaren Ursprungs der kosmischen Strah- . 


lung bleibt also vollstindig in Kraft. 
Das bedeutet selbstverstindlich nicht, daB die kosmische Strahlung, die von 


der Sonne stammt, ohne Interesse ist), Im Gegenteil verdient die Unter- | 
suchung des Zusammenhanges zwischen Sonnenaktivitat und kosmischer ° 


Strahlung eingehende Beachtung. Innerhalb der Theorie des galaktischen 


Ursprungs der kosmischen Strahlung ist aber die Erzeugung schneller Teil- | 


1) Im Fall der Sonne und auch der iibrigen Sterne kann nicht nur die Erzeugung von 
geladenen Teilchen, sondern auch von Neutronen bedeutungsvoll sein (siehe 7, 54). 
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‘ehen durch die Sonne von zweitrangiger Bedeutung und nur in der Nahe der 
Sonne sowie insbesondere auf der Erde wesentlich. In der allgemeinen Bilanz 
der Bildung und Vernichtung kosmischer Teilchen in der Galaxis ist der 
Beitrag nicht nur der Sonne, sondern auch aller 10! galaktischen Sterne 
verschwindend gering, falls diese ebenso emittieren wie die Sonne. In der 
fT2t miissen in der Galaxis 10*! — 10* Teilchen/sec entstehen!); indessen 
siliefert die Sonne 10% Teilchen/sec, und die 10% Sterne vom Sonnentyp 
geben im ganzen nur 10* Teilchen/sec, also mindestens 6 GroBenordnungen 
weniger als notwendig. 


b) Supernovae und Novae als vermutliche Quellen 
der kosmischen Strahlung 


sSterne vom Typ der Sonne kénnen, wie gerade gezeigt, nicht die primaren 
)Quellen kosmischer Strahlung in der Galaxis sein. Diese Quellen miissen 
‘irgendwelche besonderen Objekte sein, die wahrscheinlich im Hinblick auf 
wihre sehr anomalen Eigenschaften wenig zahlreich sind, dann aber erst recht 
jauBerst intensiv sein miissen. Dies sind ungefaihr die Uberlegungen, die schon 
vor langer Zeit zu der Hypothese der Erzeugung der kosmischen Strahlung 
bei Supernovaausbriichen fiihrten [siehe (53)]. Bis in die letzte Zeit hinein 
yvurde diese Hypothese jedoch durch nichts als durch die weiter unten aus- 
Mgefiihrten rein energetischen Betrachtungen gestiitzt, die ohne weitere Unter- 
“suchungen nicht als tiberzeugend gelten kénnen. In §1 wurde die Anderung 
ider Situation infolge der Entwicklung der Radioastronomie bereits an- 
igedeutet. Aus radioastronomischen Daten geht hervor, daB infolge eines 
@ Supernovaausbruchs inihrer expandierenden Hiille relativistische Elektronen 
“jentstehen, und es besteht aller Grund zu der Annahme (siehe § 3), daB 
@kosmische Protonen und Kerne darin in nicht geringerer Menge enthalten 
‘sind. Die experimentellen Daten weisen also unmittelbar auf die Méglichkeit 
Steiner Erzeugung kosmischer Teilchen bei Supernovaausbriichen hin, wihrend 
Sahnliche Hinweise bei Sternen anderer Typen nicht vorhanden sind. Die 
*;Hypothese der Supernovae als Quellen primarer kosmischer Strahlung ist 
Jalso sehr wahrscheinlich und verdient ernsteste Beachtung (1, 33, 34). 
1 Wir erértern diese Hypothese eingehender. 
Sind die Supernovae imstande, die Energieerzeugung zu gewihrleisten, die 
‘zur Aufrechterhaltung der beobachteten Intensitat der kosmischen Strahlung 


1) Diese Abschétzung der Anzahl der Teilchen, die in der Galaxis erzeugt werden 
*miissen, wurde weiter oben [siehe (45) und folgende] ohne Beriicksichtigung des 
* Diffusionsstroms der Teilchen aus der Galaxis hinaus durchgefiihrt. Es ist also von 
Bedeutung, hervorzuheben, da eine Reriicksichtigung der Diffusion auf die Gréfien- 
wordnung unserer Abschitzung nicht von Einfluf ist: der Diffusionsstrom aries 


sl Galaxis betragt beil ~ 10'®— 10cm, R~ 3-10-*¥cm und N~ 10" etwa Y~ 40 R? pe 
| Ee 4x Re N ~3-1041— 3-1043. Diese. Abschitzung zeigt gleichzeitig, dal bei ge- 


‘,nauerer Analyse eine Beriicksichtigung der Teilchendiffusion aus der Galaxis hinaus 
" notwendig ist. 
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notwendig ist, d. h. kénnen sie im Mittel 108° — 10* erg/sec in Form von \ 
kosmischer Strahlung abgeben? Bei Supernovaausbriichen werden im sich’ 
baren Gebiet 104° — 10° erg emittiert; die Energie, die in Form kinetischer 
Energie frei wird, ist um eine Gro8enordnung kleiner. Supernovae explo- 
dieren in unserer Galaxis im Mittel einmal in 300 Jahren ~ 10" sec, ihre: 
mittlere Energieproduktion betragt also nicht weniger als 10*® — 10” erg/see. 
Hieraus geht hervor, da& die Supernovae durchaus in der Lage sind, die: 
notwendige Energieergiinzung der kosmischen Strahlung zu gewihrleisten, 
wenn hierzu ebenso viel Energie aufgewandt wird, wie in Form von Licht 
oder ‘selbst in Form von kinetischer Energie der expandierenden Hiille frei 
wird. Auf jeden Fall geniigt die Energieproduktion, und Widerspriiche » 
ergeben sich offenbar nicht. AuBerdem kann man, wenn man das Spektrum 
der Radiostrahlung der Supernovae kennt, das Elektronenspektrum in der 
Hille und die mit diesen Elektronen verbundene Gesamtenergie finden. 
Leider sind die Angaben iiber das Spektrum von Stier A und Cassiopeia A \ 
noch nicht hinreichend genau und vollstandig; fiir Stier A liefert aber eine 2 
Abschitzung (34) eine Energie bis zu etwa 10° erg. Selbst wenn diese Zahl ] 
um ein bis zwei GréBenordnungen zu hoch ist, kann man annehmen, da } 
infolge der Supernovaausbriiche tatsichlich eine Energie von der GréBen- - 
ordnung der notwendigen Menge in kosmische Strahlung iibergeht. Ab- 
schatzungen in dieser Richtung (33), die von der Bilanz der Teilchenzahl | 
ausgehen, fiihren ebenfalls zu einem giinstigen Ergebnis (bei einem Ausbruch 
entstehen bis zu 10° Teilchen, d.h. im Mittel bis zu 10” Teilchen/see, 
wahrend in der Galaxis 10 — 10% Teilchen/sec verlorengehen). 

Da diese energetische Abschatzung so giinstig ausgefallen ist, kann man - 
annehmen, da nicht nur Supernovae, sondern auch Novae bei ihren Aus- - 
briichen kosmische Strahlung erzeugen. Die Novae unterscheiden sich | 
offenbar in grundsiatzlicher Beziehung nicht von den Supernovae, ihre # 
Energieproduktion betrégt aber nur etwa 10— 10 erg. Beriicksichtigt { 
man, daf in der Galaxis etwa 100 Novae pro Jahr explodieren, so gelangt 
man zu einer mittleren Energieproduktion von 3 - 108° — 3 - 10 erg/see. | 
Wenn also bei Novaausbriichen ebenfalls kosmische Strahlung erzeugt wird, | 
so kann ihr Beitrag wahrscheinlich den der Supernovae sogar iibertreffen!). 
Die zweite Frage lautet: Kénnen bei einem Ausbruch Teilchen mit der 1 
erforderlichen Energie entstehen? Die Antwort hierauf ist schon in $3 ge-« 
geben worden; dort wurde gezeigt, daB bei einem solchen Ausbruch grund- ; 
sitzlich die Moéglichkeit der Beschleunigung von Teilchen (insbesondere ¢ 
Kernen) bis zu den héchsten beobachteten Energien von etwa 101? — 1018 eV) 
gegeben ist. Diese SchluBfolgerung wird bestiitigt, da die Angaben iiber das + 
Spektrum der Supernovae fiir das Vorhandensein von Elektronen mit einer | 
Energie von etwa 10" eV beispielsweise in Stier A sprechen, was fiir Fisen- | 


1) Hierbei liegt die Annahme nahe, da® die Novae eine Radiostrahlung abgeben, die um; 
einen Faktor von 10° bis 104 schwicher ist als die der Supernovae. Dies entspricht eineml 
Strom bis zu F ~ 10-* erg/em? sec Hertz fiir Sterne in einem Abstand von etwa 103 Parsec.° 
Dieser Wert ist um zwei Gréfenordnungen kleiner als der fiir Stier A und liegt an der}, 
Grenze der experimentellen Nachweisgrenze. Nihere Novae kénnen eine gréBere Radio-)) 
strahlung abgeben, und die Versuche, die Radiostrahlung von Novae zu entdecken, sind 
also durchaus begriindet und verdienen Beachtung (34). 


= 
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erne einer Energie von etwa 107 eV entspricht (die Maximalenergie ist 
aimlich proportional der Ruhmasse [siehe (43)] [vergleiche (36, 34) und §1)). 
ugunsten der Hypothese der Erzeugung kosmischer Strahlung durch Super- 
ovae und Novae spricht noch ein interessantes Argument, das von I. S. 
BCHKLOWSKI stammt (J). Die uns niichste Galaxis, die MAGELLANschen 
Wolken, liefert keine merkliche Radiostrahlung, und man kann behaupten, 
af ihr Radiostrahlungsvermégen bedeutend kleiner ist als das unserer 
alaxis oder des Nebels M31 (der uns nachsten groBen Galaxis in der 
Andromeda). Andererseits explodierten in den MAGELLANschen Wolken 
vahrend jahrzehntelanger Beobachtungen nur 3 Novae, wahrend in unserer 
alaxis in derselben Zeit einige Tausend explodierten. Hieraus ergibt sich 
zanz zwanglos die SchluBfolgerung, daB die MAGELLANschen Wolken arm 
‘an Novae sind (Supernovae explodieren so selten, da man tiber sie keine 
lirekten Schliisse ziehen kann; natiirlich miiBten auch sie unter dem er- 
rterten Gesichtspunkt in den MAGELLANschen Wolken anomal selten sein). 
Wegen der Armut der MAGELLANschen Wolken an Novae ist die Intensitit 
‘Her kosmischen Elektronen dort gering, und damit ist auch die Radiostrahlung 
Wschwach, wovon gerade die Rede war. 
Um Mifverstandnisse zu vermeiden, erwaihnen wir auch, da8 ein Supernova- 
ausbruch nicht mit einem Anwachsen der Intensitét der.kosmischen Strah- 
“lung auf der Erde verbunden sein mu8. Erstens werden die kosmischen 
eilchen lange Zeit beschleunigt, wesentlich langer als die Periode der hellen. 
Explosion; sie verlassen die expandierende Sternhiille offenbar im wesent- 
Wlichen tausend bis dreitausend Jahre nach der Explosion, wenn sich die 
Wolke zerstreut. Zweitens beruht die beobachtete Intensitaét der kosmischen 
Strahlung auf ungefiaihr einer Million oder Milliarde Supernovaausbriichen 
(die Lebensdauer der Teilchen im interstellaren Raum betragt etwa 4 - 108 
Jahre, die mittlere Zeit zwischen zwei Explosionen etwa 300 Jahre). Der 
Beitrag eines einzigen Supernovaausbruchs wiirde also, selbst wenn simt- 
liche Teilchen sofort ihre Hiille verlieBen, nur etwa 10-® der Intensitit der 
beobachteten kosmischen Strahlung ausmachen (diese Situation kann sich 
nur in dem Ausnahmefall andern, da8 eine Supernova in sehr groBer Nahe 
der Sonne explodiert). Alle diese Ausfiihrungen fiihren uns zu der SchluB- 
folgerung, daB die Quellen der kosmischen Strahlung die Supernovae und 
méglicherweise auch die Novae sind. Diese Hypothese stiitzt sich auf die 
¥ radioastronomischen Beobachtungsdaten und steht im Einklang mit allen 
j anderen Tatsachen und allgemeinen Forderungen oder widerspricht ihnen 
) jedenfalls nicht. Kann man infolgedessen behaupten, daB nur der Beitrag der 
_ Supernovae und Novae die Intensitét der kosmischen Strahlung bestimmt ? 
‘Diese Frage endgiiltig zu beantworten ist unméglich, wenn auch die be- 
jahende Antwort auf erst wahrscheinlich ist. Sterne vom Typ der Sonne 
» (und weniger aktive Sterne) kénnen alle zusammen nicht fiir mehr als etwa 
10-® der Intensitaét der kosmischen Strahlung verantwortlich sein. Irgend- 
welche Hinweise darauf, daB stabile Sterne irgendeiner Klasse eine Menge 
kosmischer Strahlung erzeugen kénnen, die mit der in Supernovae oder 
Novae entstehenden vergleichbar ist, sind auch nicht vorhanden. Es ist aber 
| selbstverstiindlich nicht ausgeschlossen, daB in irgendwelchen Sternen oder 
i bei StéBen diffuser Nebel usw. eine Erzeugung einer in der allgemeinen 
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Bilanz merklichen Menge kosmischer Strahlung erfolgt. Diese Moglichkej 
besteht, sie ist jedoch wenig wahrscheinlich, und, was die Hauptsache ist, 
sie iindert die Situation nicht: die Erzeugung in den Supernovae findet statt. 
die Erzeugung in den Novae ist auferst wahrscheinlich, und die hierbeiz 
entstehende Menge kosmischer Strahlung ist nach unseren Abschatzungen 
ausreichend zur Aufrechterhaltung der beobachteten Intensitaét der kos. 
mischen Strahlung. Es besteht also aller Grund dazu, die Supernovae und 
Novae als Quellen der kosmischen Strahlung anzusehen und die Theorie des 
Ursprungs der kosmischen Strahlung auf dieser Grundlage weiter zu ent-t 
wickeln. 

§5: SchluB 1 


Nach dem bisher Gesagten ergibt sich folgendes allgemeine Bild der Herkunttt 
und Entwicklung der kosmischen Strahlung. | 
Die kosmischen Teilchen, Elektronen, Protonen und Kerne mit hoher; 
Energie, werden bei Supernova- und wahrscheinlich auch bei Novaaus-; 
briichen erzeugt. Die Beschleunigung erfolgt in der expandierenden turbu-: 
lenten Hiille, die bei der Explosion des Sterns abgestoBen wird. Der Be-» 
schleunigungsmechanismus ist statistisch. Bei diesem Mechanismus kénnen: 
die Teilchen in der Hiille offenbar bis zu den héchsten beobachteten Energien 
von etwa 101”— 1018 eV beschleunigt werden, wobei die Energie pro Nukleon 


schleunigung der Protonen erwarten. Alle diese SchluBfolgerungen stehen im: 
Einklang mit dem Experiment. Zur theoretischen Bestimmung des Potenz-. 
exponenten y im Spektrum sind weitere Arbeiten erforderlich, man kann 
jedoch schon heute sagen, daB das Spektrum in der Tat Potenzcharakter 7 
hat und daB der Exponent y einen Wert zwischen 2 
experimentell beobachtet. Es ist durchaus méglich (und gewisse Dinge «| 
deuten darauf hin, siehe §§ 1, 3), daB bei verschiedenen Explosionen etwas © 
verschiedene Werte von y herauskommen und daB das beobachtete Spektrum + 
der kosmischen Teilchen eine Mittelung iiber viele Explosionen darstellt. | 


in dieser Hiille bewegen, immer schneller in den interstellaren Raum hinaus- - 
zuwandern, wobei dieser Vorgang praktisch nach etwa 1000 bis 3000 Jahren ») 
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Energie vorwiegend durch Strahlungsverluste). Wahrend ihrer Lebensdauer 
kénnen die kosmischen Teilchen mehrere tausend Parsee von der Ebene der 
Galaxis wegdiffundieren, und infolgedessen bilden sie ein quasisphirisches 
Untersystem, ahnlich dem Untersystem des verdiinnten interstellaren 
Gases. Bei der Bewegung im interstellaren Raum erfolgt eine Umwandlung 
der Zusammensetzung der Kernkomponente der kosmischen Strahlung, und 
es entstehen insbesondere Li-, Be- und B-Kerne. Die Menge dieser Kerne 
steht im Einklang mit der Annahme, da8 ihre mittlere Verweilzeit in der 
Galaxis durch ihre Lebensdauer im Hinblick auf die Kernsté8e bestimmt 
wird. Das Protonen- und das Kernspektrum an der Erde stimmen, abgesehen 
von den weichsten Teilchen, die infolge des Abbrechens in hohen Breiten 
nicht zu beobachten sind, bei nicht allzu hohen Energien mit ihrem Spektrum 
in den Quellen tiberein. In bezug auf das Energiegebiet bis zu etwa 10" eV/ 
Nukleon ist diese SchluBfolgerung experimentell bestitigt (die Spektren von 
Protonen und Kernen stimmen iiberein, wobei y ~ 2 ist). Bei héheren Ener- 
gien sind die Spektren, von Protonen und Kernen einzeln nicht sicher er- 
mittelt. Deshalb ist es noch nicht ausgeschlossen, daB Teilchen hoher Energie 
im interstellaren Raum beschleunigt werden. In diesem Fall muB das Kern- 
spektrum mit wachsender Energie bedeutend steiler abfallen als das Pro- 
tonenspektrum. Wahrscheinlicher ist jedoch, daB die Spektren auch hier 
durch das Spektrum der erzeugten Teilchen, moglicherweise bei den héchsten 
Energien durch die zunehmende Diffusionsabwanderung der Teilchen aus der 
Galaxis (§ 4a) bestimmt werden. Das Spektrum der Elektronen andert sich 
bei ihrer Diffusion im interstellaren Raum infolge der Bremsstrahlung in den 
Magnetfeldern; und der Exponent des Spektrums wird gleich drei, was den 
radioastronomischen Daten entspricht. 

Das skizzierte Bild ist unserer Ansicht nach im allgemeinen durchaus be- 
griindet, aber selbstverstiindlich bedarf eine ganze Reihe von Punkten noch 
einer Prazision und einer experimentellen Priifung. Wir zihlen die wichtig- 
sten Aufgaben des Experiments auf. 


1. Radioastronomische Beobachtungen der allgemein galaktischen Radio- 
strahlung werden eine Prizisierung der Daten tiber Menge, Spektrum und 
raumliche Verteilung der kosmischen Elektronen in der Galaxis:erméglichen. 
Die Beobachtungen der Radiostrahlung der Supernovae wird nahere Kunde 
iiber das Spektrum der Elektronen in den Supernovae, tiber ihre Menge und 
ihre riumliche Verteilung in der Hiille geben [zu diesem letzteren Zweck hat 
man mit Apparaturen mit hohem Winkelauflésungsvermégen zu arbeiten; 
hierbei ist es zweckmaBig, auch die Polarisation der Strahlung zu messen (34)]. 
Die Radiobeobachtungen miissen im Hinblick auf das kontinuierliche Spek- 
trum der Supernovae durch optische Beobachtungen ergiinzt werden (Spek- 
trum, Intensitit und Polarisation der Strahlung sind zu bestimmen) (J, 36). 


2. Mit Hilfe der Methode der Photoplatten oder unter Benutzung der Daten 
iiber die weiten atmospharischen Schauer mu} man versuchen, das Spektrum 
der primairen Kernkomponente der kosmischen Strahlung an der Iirde fiir 
hohe Energien zu bestimmen. Man hat dann die Méglichkeit, die Frage nach 
der Effektivitit der Teilchenbeschleunigung im interstellaren Raum zu 
entscheiden. Eine weitere Priizisierung der vorhandenen Daten tiber die 
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Zusammensetzung der Kernkomponente bei den bereits untersuchten 
Energien bis zu 3 - 10!° eV/Nukleon ist natiirlich ebenfalls von Bedeutung. 


3. Zweckmabig ist auch eine weitere Praizisierung unserer Kenntnis tiber die 
Elektronen- und Photonenkomponente der kosmischen Primirstrahlung an 
der Erde. Wenn man die Genauigkeit der Experimente nur um eine GréBen- 
ordnung steigert, hat man Aussichten, die primaren Elektronen zu entdecken, 
was auBerst wichtig ware. 


4. Sowohl unter dem Gesichtspunkt des Ursprungs der kosmischen Strahlung 
als auch vom Standpunkt der Physik der Sonne und des Sonnensystems ist 
eine weitere Untersuchung des Einflusses der Sonne auf die kosmische 
Strahlung von Bedeutung (Variation der Intensitat, Korrelation mit den 
Eruptionen und den magnetischen Stérungen usw.), ferner eine Klarung des 
Problems des Abbrechens in hohen Breiten (1, 2, 20, 5). 

Die Theorie steht ebenfalls vor einer Reihe von Aufgaben, von denen die 
wichtigsten folgende sind: 


1. Die Entwicklung einer magnetohydrodynamischen Theorie der turbu- 
lenten Bewegung und ihre Anwendung auf das interstellare Medium und die 
Sternhiillen (in erster Linie auf die Hiillen der Supernovae und Novae). 


2. Eine weitere Analyse des Problems der Beschleunigung von Teilchen, die 
sich in einem turbulenten magnetisierten Medium bewegen (vor allem handelt 
es sich um die statistische Beschleunigung unter Beriicksichtigung der 
Schwankungen). Besonders wichtig ist eine Anwendung der entsprechenden 
Ergebnisse auf den Fall der Supernovae und Novae mit dem Ziel, das Spek- 
trum der erzeugten kosmischen Strahlung zu bestimmen. Hierher gehort 
auch das Problem der Injektion, das insbesondere zur Erklarung der hohen 
Effektivitat der Beschleunigung von Kernen gegeniiber der von Protonen 
wichtig ist. 

3. Interessant ist auch eine Anzahl weiterer Probleme, die zum Teil eng mit 
der Deutung der experimentellen Daten zusammenhingen. Wir weisen auf 
die Frage der Entwicklung der Kerne in der kosmischen Strahlung und die 
Aufklirung der Zusammensetzung der in den Quellen erzeugten Kerne hin. 
Ferner mu8 man herausbekommen, welche Dichte die y-Strahlung in unserer 
Galaxis unter Beriicksichtigung der y-Strahlung der iibrigen Galaxien hat. 
Beachtung verdienen auch die Probleme der Antiprotonen und Positronen 
in der Primiirkomponente an der Erde, der Isotropie der kosmischen Strah- 
lung an der Erde im Zusammenhang mit der Rolle des Magnetfeldes im 
Sonnensystem und seiner Umgebung, des magnetischen Moments des Sonnen- 
systems und des Abbrechens in hohen Breiten [iiber alle diese Probleme 
siehe (1)]. 

Bevor das Problem des Ursprungs der kosmischen Strahlung in jeder Hin- 
sicht als geklirt gelten kann, miissen also noch mehrere wesentliche Punkte 
erortert werden. Wie uns scheint, ist jedoch die Hauptsache hier bereits 
getan, und das oben skizzierte Bild wird kaum noch so grundlegende Ande- 
rungen erfahren, wie sie bis in allerletzte Zeit, bis zur Ausnutzung der radio- 
astronomischen Methoden, auf diesem Gebiet erfolgten. Mit der Entwicklung 
der Radioastronomie und der kosmischen Elektrodynamik war die Frage 
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nach dem Ursprung der kosmischen Strahlung ein durchaus astrophysi- 
kalisches Problem geworden und hatte das Stadium der iiberwiegend hypo- 
thetischen, beobachtungsmiig unkontrollierbaren Konstruktionen ver- 
lassen. Deshalb und bei Beriicksichtigung des Fortschritts der Physik der 
kosmischen Strahlung kann man davon itiberzeugt sein, daf die weitere 
Entwicklung der Theorie des Ursprungs der kosmischen Strahlung jetzt 
schnell vorwirtsschreiten wird. 


Ubersetzt von H. VoGEL 
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§ 1. Einfiihrung 


Die Theorie des Ferromagnetismus zerfallt bekanntlich fast zwanglos in 
‘zwei Teile: Der eine Teil enthalt unsere theoretischen Vorstellungen tiber 
fdas makroskopische Verhalten der Ferromagnetika und kann, wenn auch 
micht ganz treffend, als Theorie der Hystereseschleife gekennzeichnet werden. 
‘In diesem Teile wird u. a. ohne weitere Erklirung vorausgesetzt, da unter- 
alb des CURIE-Punktes eine spontane Magnetisierung (innerhalb der 
}WeIssschen Bezirke natiirlich) existiert, fir welche es gewisse kristallo- 
‘graphische Vorzugslagen gibt, und daf es Energie kostet, die Richtung der 
spontanen Magnetisierung an einer Stelle gegeniiber der Umgebung zu 
‘verdrehen. — Mit dem Verstindnis eben dieser und verwandter empirischer 
'Tatsachen auf Grund allgemeinerer GesetzmaBigkeiten aber befakt sich dex 
jandere Teil der Theorie des Ferromagnetismus. 
| Wie bekannt, ist das angedeutete empirische Material des zweiten Teiles 
‘nicht innerhalb der klassischen Physik zu verstehen, sondern man muf 
notwendig zu den Gesetzen der Quantentheorie greifen. Wir nennen diesen 
'zweiten Teil deshalb Quantentheorie des Ferromagnetismus, nur mit ihr 
wollen wir uns hier befassen. 
1949 begann VAN VLECK einen Bericht iiber eben dieses Gebiet1) mit der 
Feststellung, da8 in den letzten zehn Jahren leider kaum eine wesentliche 
» einschlagige Arbeit erschienen sei. Um so erfreulicher ist es heute, da® in 
1) Vergleiche auch den Alteren Bericht: VAN VLECK (1945). 
48 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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den letzten fiinf Jahren einige recht wichtige Uberlegungen publizierts 
worden sind. a 
Am bemerkenswertesten scheint dem Verfasser die von SLATER neuerdins Ss 
wieder aufgenommene Diskussion iiber die Rolle der Nichtorthogonalitat 
der Kinelektronenfunktionen in gewissen Zweigen der Theorie des Ferro 
magnetismus zu sein. SLATER ist der Meinung, daB alle Aussagen der Theorie 
welche unter (teilweiser oder vollstindiger) Vernachlassigung dieser Nicht-t 
orthogonalitat gewonnen werden, nur qualitative, keine quantitative Giilt: 
keit besitzen. Wir gehen auf die genaueren Argumente im nachsten Para-) 
graphen ein; hier sei nur darauf hingewiesen, daB ein groBer Teil der in diese mh 
Berichte zu besprechenden Arbeiten dem von SLATER angezweifelten Zweige 
der Theorie angehort. Wir haben sie trotz dieser Bedenken hier aufgenommen 
da sie zumindest halbempirisch den Nachweis erbringen, daB die in Rede 
stehende Methode nicht véllig falsch sein kann: Zu viele Erfahrungstat-+ 
sachen kann man mit ihrer Hilfe zwanglos verstehen. | 


§ 2. Das Problem der orthogonalen und der nichtorthogonalen {-Elektronen 
Funktionen 


Seit ihrem Bestehen ist die Quantentheorie des Ferromagnetismus in zwek 
verschiedene Zweige gespalten, welche auf verschiedenen Wegen zum 
gleichen Ziele streben. Beiden Zweigen ist gemeinsam, daB sie als Ursache 
des Ferromagnetismus in der Fe-Gruppe die Austauschwechselwirkung: 
zwischen den 3d-Elektronen ansehen. Sie unterscheiden sich dadurch, daft 
sie von verschiedenen Annahmen iiber die Gestalt der Kigenfunktionen 
dieser Elektronen in nullter Naherung (etwa HARTREE-Funktionen) aus 
gehen: In dem einen Zweig wird von an den einzelnen Atomen lokalisiertem: 
Elektronen ausgegangen, im anderen von iiber den ganzen Kristall erstreck4 
ten Energiebandfunktionen des BLOCHschen Typs. Offensichtlich haber! 
wir es bei der ersteren Methode mit einer Verallgemeinerung des HEITLER- 
Lonvbonschen Verfahrens auf Festkérper zu tun, weshalb wir diese kiinftig’ 
mit dem Namen dieser beiden Forscher belegen wollen. Die zweite Methode? 
welche als Ausdehnung des HUND-MULLIKEN-Verfahrens auf den Kristalf) 
aufgefaBt werden kann, soll kiinftig kurz Bandermethode genannta| 
werden. 


4 
matische Aussagen unméglich macht: Die in nullter Naherung eingefiihrten 
1-Elektronen-Funktionen sind nichtorthogonal zueinander. Dies fiihrt dazu 3 
da8 man die Matrixelemente der Gesamtenergie beziiglich der iiblicheni| 
SLATER-Determinanten nicht exakt angeben kann, ja sogar die Matrix 


elemente von 1 kénnen praktisch nicht berechnet werden, SLATER (1953a),) 
welcher diese Frage genauer untersucht, zeigt, wie unberechtigt das bis-i| 
herige Vorgehen der Bearbeiter dieses Zweiges der Theorie ist: | 
Das Normierungsintegral einer Determinantenfunktion mit nichtortho-) 
gonalen 1-Elektronen-Funktionen wurde bisher durchweg durch das aus der} 
identischen Permutation entspringende Glied ersetzt. Bei Ausmultiplikationi) 


t 
der beiden Determinanten entstehen aber sehr viele weitere Glieder, her-) 
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riihrend von allen méglichen Permutationen der Argumente der 1-Elektronen- 
Funktionen der einen Determinante. Jedes dieser Glieder ist proportional 
zu einem gewissen Uberlappungsintegral iiber 1-Elektronen-Funktionen. 
Diese Integrale werden zwar klein und mit zunehmender Ordnung der 
Permutation immer kleiner, aber die Zahl der Integrale nimmt Lei einer 
groBen Zah] N von Elektronen wesentlich rascher zu, so daB SLATER (I. c.) 
ganz grob abschitzen kann: 

Setzt man den Beitrag der identischen Permutation zum Normierungs- 
integral einer Determinante mit N nichtorthogonalen Elementen gleich 1, 
so geben die niichsteinfachen Permutationen (Vertauschung zweier Elek- 
tronenkoordinaten) einen Beitrag der GréSenordnung N, die iibernichste 
- Ordnung tragt die GréBenordnung N? bei usw. Dabei ist angenommen, da8& 
das Uberlappungsintegral zwischen zwei benachbarten (normierten) ato- 
maren 1-Elektronen-Funktionen etwa 4/,) ergibt, entsprechendes beziiglich 
der weiteren auftretenden Integrale. 

Das hei&t aber, diB die Methode ungeeignet zur praktischen Rechnung ist; . 
zwar wechseln die Vorzeichen in den aufeinanderfolgenden Permutations- 
ordnungen immer einander ab, so daf die Summe der entstehenden Reihe 
nicht divergent zu sein braucht; auf jeden Fall ist sie aber unbestimmt wie 
oOo — co. 

Ahnliches gilt natiirlich fiir die Matrixelemente der Energie. Es ist also 
ganzlich unberechtigt, bei der Berechnung der Energiematrix beziiglich 
Determinaten aus nichtorthogonalen 1-KElektronen-Funktionen nur die 
CoULOMB- und Austauschintegrale zu beriicksichtigen. 

All diese (rein mathematischen) Schwierigkeiten treten nicht auf, sobald 
man mit SLATER-Determinanten aus orthogonalen 1-Elektronen- Funktionen 
rechnet, also mit Banderfunktionen oder auch mit WANNIER-Funktionen. 
SLATER hat selbst (bzw. mit Mitarbeitern) gezeigt (1937, 1953a, b), wie 
man mit solchen Funktionen umzugehen hat. Wesentlich ist, daB man zu 
verniinftigen Resultaten erst dann kommt, wenn man gewisse Linear- 
kombinationen solecher Determinanten gebildet hat (,,configurational inter- 
action‘). 

Folgende Spezialfalle wurden in den zitierten Arbeiten genauer untersucht: 
1. Energiedifferenzen zwischen dem Zustande, in welchem N Elektronen?) 
simtlich mit gleichem Spin ein Band von N Translationszustainden besetzen, 
und denjehigen Zustinden, in welchen eines der obigen N Elektronen mit 
anderem Spin irgendeinen Platz desselben Bandes eingenommen hat, sonst 
aber nichts verandert ist. 

2. Energiedifferenzen zwischen den Tripletts und den Singuletts eines 
Systems aus zwei Elektronen (oder zwei Léchern); die beiden Elektronen 
bewegen sich im Feld der Atomriimpfe eines Kristalles aus N Atomen. 

Im ersten Falle konnte SLATER zeigen (1937), daB auch bei Anwendung 
der Bandermethode Spinwellenzustinde auftreten, also das 7"/:-Gesetz 
der spontanen Magnetisierung bei tiefen Temperaturen allgemeine Giiltig- 
keit hat. Ferromagnetismus war mit dem Auftreten geniigend schmaler 
Energiebinder verkniipft. 


1) N sei die Zahl der Atome im Kristall. 
48* 
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Im zweiten Falle ergab sich (1953 b), daB die Triplettaustinde stets héhere i 
Energie als die Singulettzustiinde besitzen, wenn es sich um einfache Energie. | 
binder handelt (die also genau V Translationszustande besitzen). Dagegen 
kann das Triplett unter Umstinden tiefer zu liegen kommen, sobald man es 
mit komplizierteren, einander iiberlappenden Bindern zu tun hat, in 
welchen es also mehr als N Translationszustinde gibt. Genauere quanti- 
tative Aussagen iiber die Bedingungen, unter welchen das Triplett energe. — 
tisch giinstiger ist als das Singulett, lie8en sich jedoch leider nicht ge- 
winnen. 
In Zukunft mu8 man sich also wohl doch bei einschligigen Untersuchungen — 
der Biindermethode bedienen, wenn man Wert auf einigermaBen zuverlassige — 
Aussagen legt. 
Ubrigens weist SLATER (1953a) auch darauf hin, daB Voraussetzung fir 
die Giiltigkeit des bekannten Drracschen Austauschenergieoperators?) : 


Hy, =—2 os Tre (8% 8.) 
ke 


ebenfalls die Orthogonalitit der verwendeten 1-Elektronen-Funktionen ist. | 
Man kann also die HEITLER-LON DON-Methode im Ferromagnetismus nicht _ 
auf diesem Operator aufbauen. : 
CARR versucht in einer neueren Arbeit (1953) nachzuweisen, daB bei etwas i: 
abgeiinderter Bedeutung der J;, obiger Operator doch in einer HEITLER- : 
LONDON-Methode Berechtigung habe. Er verzichtet jedoch z. B. auf eine — 


Diskussion der Beitrige von Permutationen hédherer Ordnung und kann t 
deshalb nicht vollig liberzeugen. ; 
' 

/ 


§ 3. Indirekte Wedhselwirkung nach ZENER 


Bis zum Erscheinen der Sogleich zu besprechenden ZENERschen Arbeiten 
(1951a, b, 1952, 1953) glaubte man sicher zu wissen, daB der Ferromagnetis- 
mus seine Ursache in den elektrostatischen (Austausch-)Wechselwirkungen 
zwischen den 3d-Elektronen der Ferromagnetika habe. In der HEISENBERG- 
schen Fassung der Theorie bedeutet dies, daB man ein positives 3d-3d- 
Austauschintegral A als notwendige Bedingung fiir Ferromagnetismus 
ansah. 

ZENERS Arbeiten jedoch laufen darauf hinaus, fiir die Existenz des Ferro- 
magnetismus in der Eisengruppe eine andere, bisher vernachlissigte Wechsel- 
wirkung verantwortlich zu machen: Die elektrostatische Wechselwirkung 
zwischen 4s- und 3d-Elektronen. Die in der HEISENBERGschen Theorie 
wesentlich positive GréBe 4 darf bei ZENER negativ sein. Die parallele 
Ausrichtung der 3d-Spins wird bei letzterem auf indirektem Wege, eben 
iiber die 4s-Elektronen, besorgt : 

Der ferromagnetische Zustand ist durch parallele Ausrichtung der Spins _ 
der 3d-Elektronen und eines Teiles der 4s-Leitungselektronen charakterisiert. _ | 
Dieser Zustand wird energetisch bevorzugt durch die Austauschwechsel- 


1) = Spinvektoroperator des Elektrons k, Ih, = Austauschintegral zwischen den _ 
Elektronen & und e. 
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kungen 4s-3d (HuNDsche Regel iiber méglichst parallele Ausrichtung 
Spins innerhalb eines Atoms!); gleichzeitig aber wird dieser Zustand 
Grgetisch benachteiligt durch die FERMI-Energie der 4s-Elektronen 
se Elektronen sitzen in einem sehr breiten Bande!) und durch ein etwaiges 
atives 3d-3d-Austauschintegral. 
die Stabilitaét dieses eben beschriebenen ferromagnetischen Zustandes 
‘es natiirlich ausschlaggebend, ob die bevorzugenden oder die benach- 
tigenden Energiebeitrige iiberwiegen. ZENERS Behauptung besteht darin, 
bei Ni und Co tatsachlich obiger Zustand energetisch giinstig sein soll. 
Fe und den Elementen vor Fe (im periodischen System) dagegen nimmt 
@NER an, daf die ungiinstigen Faktoren dominieren und eine antiferro- 
gnetische Ordnung der 3d-Spins erzeugen. 
Behauptung beziiglich Ni und Co wird gestiitzt durch eine Abschatzung 
CuRIE-Temperaturen dieser Metalle: Die Starke der 3d-3d-Wechsel- 
@kung wird gleich Null gesetzt; die 4s-3d-Austauschwechselwirkung 
inn genahert der Multiplettaufspaltung der freien Atome entnommen 
den; die GréBenordnung der FERMI-Energie der 4s-Elektronen wird unter 
Annahme freier Elektronen abgeschitzt. Damit liBt sich der Koeffizient 
Molekularfeldes gréBenordnungsmaBig angeben und somit auch die 
RIE-Temperatur. ZENER erhalt auf diese Weise die richtige GréBen- 


: in dieser Theorie wesentlich ist zwar die parallele Ausrichtung 
® 3d-Spins, aber sie entsteht nicht auf direktem Wege durch 3d-3d- 
chselwirkung, sondern indirekt durch Vermittlung der 4s-Spins. 
Fe sollen nach ZENER (1952), wie oben erwihnt, die Austauschwechsel- 
@kungen zu einer antiparallelen Ausrichtung benachbarter 3d-Spins 
ren. Das magnetische Verhalten des kubisch-flachenzentrierten y-Fe ist 
Mnit ohne weiteres verstindlich. Dagegen erfordert die Existenz des Ferro- 
Sgnetismus in der kubisch-raumzentrierten a-Phase eine weitere Annahme: 
Fe-Atomriimpfe im a-Fe-Gitter sollen nicht gleichartig sein, sondern 
@wei Arten zerfallen: Fe?-- und Fe?+-Ionen. Die Energie fiir diese Dispro- 
tionierung wird eventuell von der inneratomaren Austauschwechsel- 
‘kung geliefert, denn durch geeignete Anordnung der Spins der tiber- 
iissigen bzw. fehlenden Elektronen kann die Zah] der Paare mit parallelen 
ins in Fe?- und Fe*+ (gegeniiber Fe und Fe) vergroBert werden. 


se Spinanordnung ist: 
Fe?-: 5(—)- und 4(-+-)-Spins 
Fe?+: 0(—)- und 5(+)-Spins. 


tiirlich muB die auf diese Weise gewonnene Austauschenergie gréBer als 
_ aufzuwendende elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Fe-Ionen 
in. Dies soll nach ZENER zutreffen, wenn die Ionen eine Uberstruktur 
den derart, da8 die Fe?+ auf dem einen, die Fe?~ auf dem anderen einfach- 
Ibischen Gitter sitzen, welche zusammen das kubisch-raumzentrierte a-Fe- 
itter aufbauen. Weil y-Fe eine solche Uberstruktur wegen seines anderen 
tters nicht zulaBt, soll dort keine Disproportionierung méglich sein. Im 


Fe aber betrigt jetzt das resultierende magnetische Moment der Spins 


rade zwei Boursche Magnetonen (2,2 ist der experimentelle Wert). — 


———— 
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Wir haben das paradoxe Resultat, daB bei Richtigkeit der ZENERseh| 
Annahmen der Ferromagnetismus des Eisens in Wirklichkeit ein 
magnetismus!) wire! 

Versucht man einen kritischen Vergleich dieser ZENERschen Vorsch 
mit unseren friitheren Vorstellungen iiber die Struktur des ferromagnetis h 
Zustandes (welche wir mit dem Namen HEISENBERGs verbinden wolle 
so mu8 man wohl in erster Linie die Leistungen der beiden Méglichkei 
gegeneinander abwagen. 
Positiv fiir ZENER ist sicher die ungefahr zutreffende, wenn auch sehr oro? 
Abschatzung der CURIE-Temperaturen von Ni und Co zu bewerten. Ei 
solche Uberlegung war in der HEISENBERGschen Theorie bisher nic 
méglich. Sie wiirde dort im einfachsten Falle (HEITLER-LONDON-Met ho 
eine Berechnung des Austauschintegrales A voraussetzen, welche wieder 
nur mit genauer Kenntnis der Wellenfunktion der 3d-Elektronen im K 
stalle méglich ist. Man kennt deshalb mit Sicherheit noch nicht einmal é 
Vorzeichen der GréBe A: Wahrend KAPLAN (1952) mit einigen Idealis 
rungen ein positives A errechnete, ist BADER durchweg auf negative We 
gestoBen2). ; 
Die HEISENBERGsche Theorie in ihrer einfachsten Form hat also hier rn 
rein mathematischen Schwierigkeiten zu kimpfen, da sie wesentlich deduk1 
vorgeht. Die halbempirische ZENERsche Theorie kennt solche Schwie 
keiten nicht. In der verfeinerten HEISENBERGschen Theorie (Bandermode 
ist die Situation noch ungiinstiger, da die CURIE-Temperatur dort v 
mehreren GréBen abhingt, deren Berechnung eine genaue Kenntnis ¢ 
1-Elektronen-Funktionen erfordert. 5 
In einer anderen Hinsicht aber ist die HEISENBERGsche Theorie der ZENE 
schen iiberlegen. Es handelt sich hierbei um die Temperaturabhangigks 
der spontanen Magnetisierung bei tiefen Temperaturen. Bekanntlich g| 
die Spinwellenmethode die richtige T"ls-Abhangigkeit dieser GréBe. MN 
hat HEBER (1952a, 1953) gezeigt, daB sich die Spinwellenmethode auehi 
der ZENERschen Theorie anwenden liBt. Unter der oben erwahnten J! 
nahme, daB8 man das 3d-3d-Austauschintegral neben dem 3d-4s-Austau: 
in Ni und Co vernachlassigen diirfe, folgt aus solchen Uberlegungen, di 
die Kinmiindung der spontanen Magnetisierung in die Sittigung nicht f 
einem 7°/sGesetz, sondern in einer exponentiellen Form vor sich geh 
sollte. Genauer miiBte schon bei etwa }/,, der CURIE-Temperatur die | 
solute Sattigung praktisch erreicht sein. — Die Einfiihrung der Spinwelldj 
methode in die ZENERsche Theorie fiihrt also zu einer falschen Temperat 
abhingigkeit der spontanen Magnetisierung bei tiefen Temperaturen, 
Gegensatz zur HEISENBERGschen Theorie. 

Beziiglich der ZENERschen Vorstellungen iiber y- und a-Fe beachte mi 
einige kritische Bemerkungen und Erginzungen bei HEBER (1952b). Ii 
gesamt kann man sich des Eindruckes nicht erwehren, daB dieser Teil a) 


') Ferrimagnetismus nennt man bekanntlich die Art des Magnetismus, bei welcher ’ 
nachbarte atomare Magnete antiparallel gerichtet sind, wegen ihrer verschiedenen Gri 
aber doch eine resultierende spontane Magnetisierung verursachen. | 
*) Private Mitteilung, noch unveréffentlicht. | 
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NERSschen Uberlegungen (ZENER 1952) etwas zu gekiinstelt und zu 
‘kulativ ist. Zwingende Argumente fiir oder gegen sie lassen sich aber 
m anfiihren, da man nichts streng rechnen kann. Dies trifft in etwas 
wicherem Mafe auch auf die ZENERschen Ansichten beziiglich Nickel 
d Kobalt zu. Ein abschlieBendes Wort iiber diese Diskussionen kann des- 
b wohl noch nicht gesagt werden. Sicher scheint Verfasser nur zu sein, 
3 die 4s-Elektronen am Zustandekommen der spontanen Magnetisierung 
hr oder weniger beteiligt sind, was bisher vernachlassigt wurde. 

rigens haben, wie Verfasser leider nur aus kurzen Berichten ersehen 
ante, auch WONSSOWSKI (1946) und BESCHIDSE (1952) eine teilweise 
yntane Magnetisierung der 4s-Elektronen in die Theorie des Ferromagne- 
‘mus eingefiihrt. 


§ 4. Die Vorstellungen GanzHorns und BapErs 


einigen Noten der Zeitschrift fiir Naturforschung der letzten beiden Jahre 
fiden sich einige Hinweise darauf, dafS GANZHORN (1952a, b) und BADER 
9953a, b,c) von einer noch anderen Seite her den Ferromagnetismus in 
Fe-Gruppe zu verstehen suchen. Es handelt sich dabei im wesentlichen 
folgende Vorstellung: 

s Ausgangspunkt dient das HEITLER-LONDONsche Verfahren zur Be- 
ndlung von Molekiilen; man denkt im einfachsten Falle etwa an das 
asserstoffmolekiil. Von dort weiB man, daB die beiden Elektronen des Mole- 
es entweder einen bindenden Singulett- oder einen lockernden Triplett- 
Mstand besetzen k6nnen (von den héheren Zustinden werde im Augenblick 
gesehen). Jetzt denken wir uns sehr viele H,-Molekiile in geeigneter Weise 
einander- und ineinandergebaut, so daB wir einen Atomkristall, etwa ein 
bisch-flachenzentriertes oder kubisch-raumzentriertes Gitter, erhalten. Die 
asserstoffmolekiile bilden dann sicher auch eine gewisse kristalline Struk- 
so daB aus den Singulett- und Triplettzustainden entsprechende Bander 
erden. Natiirlich sind dies jetzt Energiebinder beziiglich 2-Elektronen- 
nergien; Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Molekiilen werden nur 
mmarisch beriicksichtigt. 

an erhalt also auf diese Weise ein Energiebindermodell, in welchem schon 
n Teil der fiir den Ferromagnetismus wichtigen Wechselwirkungen beriick- 
ichtigt ist. DaB man auf diese Weise immer nur die Wechselwirkung zwischen 
' zwei Elektronen genauer beachten kann, ist der schwache Punkt dieser 
orstellungen. Aber soweit Verfasser Hinblick in die beiden obengenannten 
issertationen nehmen konnte, wird eine strenge Begriindung des eben an- 
sdeuteten Energiebanderschemas gar nicht versucht. Vielmehr wird es [vor 
tlem in BADERs Dissertation+)] als plausibel gemachte Annahme an die 
pitze weiterer Deduktionen gestellt. Dabei ist es tiberraschend, wie viele 
»rschiedene Tatsachen des Ferromagnetismus vor allem der Legierungen 
jis diesem Energieschema abgeleitet werden kénnen. 


- 


Verfasser ist Herrn BADER sehr dankbar dafiir, daf er in diese seinerzeit noch nicht 
wzoffentlichte Abhandlung Einblick nehmen durfte. 
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Ferromagnetismus kann natiirlich immer dann auftreten, wenn bei di 
sukzessiven Besetzung der Niveaus mit Elektronenpaaren die Sing let 
zustinde vollstandig besetzt sind und auch Triplettzustande herangezogs 
werden miissen. 4 

Die vielen zu deutenden empirischen Einzelheiten hingen dann vor alle 
mit Feinheiten des Energieschemas zusammen. j 
Die eben angedeuteten Ansatze erscheinen Verfasser vor allem deshal 
hoffnungsvoll, weil ein Teil der fiir dem Ferromagnetismus wichtigen A 
tauschwechselwirkungen schon in nullter Naiherung beriicksichtigt ist. V. 
einer strengen Durchfiihrung der Theorie sind wir aber noch weit entfer 
und es ist nicht gewiB, ob eine solche iiberhaupt méglich ist. 


§ 5. Diinne ferromagnetische Filme 


Es scheint, da die Fachleute sich. noch immer nicht ganz einig sind tiber¢ 
Antwort auf die (allerdings ziemlich akademische) Frage: Kann ein (zwe 
dimensionales) Flachengitter im Prinzip ferromagnetisch werden oder nich} 
Die Antwort hangt vielleicht davon ab, welche Ursache man fiir den Fe 
magnetismus annimmt. So konnte HEBER (1953) zeigen, daB in der ZENE 
schen Theorie (vgl. §3) Flachengitter ohne weiteres ferromagnetisch se 
koénnen. Fiir die HEISENBERGsche Thecrie ist die Antwort nicht so sich 
zu geben, sie ist umstritten. 

Am iberzeugendsten erscheint Verfasser die Lésung des Problems, welc. 
von KLEIN und SMITH (1951) bei einer Ausdehnung der Spinwellentheor 
(fiir reinen 3d-3d-Austausch) auf diinne Filme erhalten wurde. 


Zwei wesentliche Punkte wurden von KLEIN und SMITH beriicksichtig 


1. In der Richtung senkrecht zur Filmebene bilden die erlaubten Welles 
zahlen kein Kontinuum mehr; bei Berechnung der Zustandssumme od 
der spontanen Magnetisierung darf deshalb iiber diese Komponente d 
Wellenzahl nicht mehr integriert werden. Die auftretenden Summen wurd 
numerisch fiir verschiedene Filmdicken berechnet. 


2. Die Zahl der Spinwellen kann nicht beliebig groB sein; frither hatte mt 
diese Idealisierung aber stets eingefiihrt. Die Rechnung lifBt sich mit be 
schrinkter maximaler Anzahl von Spinwellen nicht einfach durchfiihret 
doch fanden die Autoren eine geeignete Niaherung, naimlich das Untet 
driicken des Zustandes der Spinwellenzahl Null. — Man beachte in diese 
Zusammenhange auch das in § 8 erwiihnte Wegfallen der Spinwellen grofi 
Wellenlangen (also kleiner Wellenzahl) bei Vorhandensein von Blochwiinden hi 

é 


Es ergaben sich die folgenden Resultate: 


a) Der CuRIE-Punkt nimmt (bei gleichem Austauschintegrale) mit fallenda 
Schichtdicke zuniachst schwach, unterhalb 20 Atomlagen aber sehr rasch al 
Der CURIE-Punkt des reinen Flichengitters ist bei gleichem Austausc 
integrale sehr viel kleiner als der des dreidimensionalen Kristalles, aber dog 
endlich und nicht Null, wie sich bei Zulassung unendlich vieler Spinwelll 
ergeben wiirde. 
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b) Die Abhangigkeit der spontanen Magnetisierung von der Temperatur bei 
tiefen Temperaturen zeigt einen Ubergang vom 7”/+-Gesetz (streng fiir den 
dreidimensionalen Kristall giiltig) zu einem J -Gesetz (streng fiir den 
zweidimensionalen Kristall giiltig). 

Experimentell sind Messungen an Filmen bis zu etwa 10 Atomlagen Dicke 
hinab durchgefiihrt worden (vergleiche etwa A. DRIGO, 1951). Es zeigte sich, 
daB tatsaichlich die vorausgesagte Abnahme der CURIE-Punkte mit der 
Schichtdicke beobachtet wurde. Die unter b) erwaihnte Verinderung des 
Tieftemperaturverhaltens der spontanen Magnetisierung lieB sich noch nicht 
quantitativ nachpriifen, weil die Zimmertemperatur nicht wesentlich unter- 
schritten wurde. Aber eine Verainderung der Temperaturabhangigkeit der 
spontanen Magnetisierung in der vorausgesagten Richtung wurde auch bei 
hohen Temperaturen gefunden. 

| Bei Fortfiihrung solcher experimenteller Untersuchungen kénnte man viel- 
leicht auch einmal zur theoretisch recht bedeutsamen Frage des Ferro- 
magnetismus der monoatomaren Schicht (natiirlich indirekt) einen empiri- 
schen Beitray erhalten. 


§ 6. Spinwellentheorie fiir héhere Temperaturen 


Es ist in vielerlei Hinsicht unbefriedigend, daB die am wenigsten phanomeno- 
logische Ziige aufweisende Theorie des Ferromagnetismus, die Spinwellen- 
theorie, nur fiir geniigend tiefe Temperaturen eine gute Naherung an die 
Wirklichkeit darstellt. Deshalb ist es von um so gréBerem Interesse, diese 
Theorie durch geeignete Uberlegungen auf héhere Temperaturen auszu- 
dehnen, wie dies HEBER (1954) versucht hat. Die wesentlichen Punkte dieser 
Untersuchung sind die folgenden: 

Geht man wie HOLSTEIN und PRIMAKOFF (1940) vom DiRAcschen Aus- 
tauschenergieoperator des gesamten Kristalles H, aus: 


Hy=— 2D) Lem 3° 8m 


e,m 


(J om = Austauschintegrale, 3,, 8, Spinvektoroperatoren der Atome e bzw. m) 
und ersetzt die $, durch Operatoren a,, af, welche einfacheren Vertauschungs- 
regeln (nimlich a,ay, — ana, = dem) geniigen, so treten in Hy gewisse un- 
angenehme Wurzeln dieser Operatoren von der Form: 


, auf (o = Maximalwert der z-Komponente $,,). 


Man kann Hy, vereinfachen, indem man fiir alle e f, = 1 setzt. H, 1aBt 
sich dann leicht diagonalisieren; es ergeben sich die Energieniveaus der be- 
' kannten Spinwellentheorie. Der Giiltigkeitsbereich der Naherung /, = 1 wird 
klar, wenn man beachtet, daB ava, = o — 8,, ist. f, = 1 bedeutet nimlich 
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aga, = 0 (® = SCHRODINGER-Funktion des Problems), d.h. 8,,.0 =o®. _ 
fe = List also eine gute Niherung in dem Bereich, in welchem 8,, (fiir alle e!) 
etwa den Maximalwert o besitzt, also in der Umgebung der absoluten | 
ferromagnetischen Sattigung am Nullpunkt der absoluten Temperatur. 
Es 1i8t sich aber zeigen, das dann, wenn man die f, nicht als Operatoren, — 
sondern als beliebige Parameter auffaBt, die Diagonalisierung von H, eben-— 
falls méglich ist. Man erhalt ebenfalls ein Band von Spinwellenzustinden; 
die Gesamtzahl der Zustinde ist die gleiche wie vorher, aber die Lage der 
Niveaus hangt jetzt vermittels des Mittelwertes der fZ iiber alle e von der 
Magnetisierung des Kristalles und damit von der Temperatur ab. : 


Diese Temperaturabhingigkeit der Spinwellen-Energieniveaus scheint zu-_ 
nachst einen gewissen phinomenologischen Zug in die Theorie zu tragen, 


Es ist jedoch méglich, die GréBe fp als Parameter stehen zu lassen und die 
spontane Magnetisierung M mittels der iiblichen Statistik als Funktion der 
Temperatur 7’ zu bestimmen. In dieser Beziehung ist dann obiger Parameter — 


fe enthalten und damit nochmals M(7'). Man hat auf diese Weise eine im- 
plizite Gleichung fiir M(7') erhalten,-welche im allgemeinen numerisch ge- 
lést werden mu8. Das Ergebnis ist recht ermutigend: Die erhaltene Kurve 
fiir M(7) ist dem empirischen Gesetze im Bereich hoher Temperaturen 
wesentlich ahnlicher als das T"l:-Gesetz; das Tieftemperaturverhalten aber 
(bis etwa ein Drittel der CURIE-Temperatur) bleibt praktisch ungeiindert 
bei dieser Modifikation der Theorie (genauer ist die Abweichung in diesem — 
Intervall kleiner als 1%). i 
In der gleichen Arbeit wurde noch eine andere Verbesserung der Spinwellen- _ 
theorie versucht. Und zwar priifte HEBER die Folgen der Vernachlassigun 4 
der endlichen Breite des Spinwellenbandes (es wird gewohnlich als unend- — 
lich breit angesehen). Die Untersuchung ergab, daB diese Idealisierung keingl 
wesentlichen Fehler verursacht. 7 
Es sei noch erwihnt, da8S HEBER in dieser Arbeit der Einfachheit halber 
nur das einfach-kubische Gitter diskutiert hat}). 


§ 7. SroneRsS Kollektivmodell 


Uber Fortschritte in STONERS Theorie des Ferromagnetismus (Kollektiv- 
modell) ist erst kiirzlich zusammenfassend berichtet worden (WOHLFAHRT 
1953), so daf& wir uns hier sehr kurz fassen kénnen. | 
Es sei zunichst an die drei wesentlichen Annahmen der urspriinglichen 
STONERschen Theorie erinnert: 


a) In der Fe-Reihe sollen die Trager des Ferromagnetismus die Locher des_ | 
3d-Bandes sein. Die Termdichte in der Umgebung der Fermigrenze dieser | 
Zustinde mége quadratisch von der Energie abhingen. | 


*) Anmerkung bei der Korrektur: Leider erst nach Abschlu& dieses Berichtes erhielt _ 
Verfasser Kenntnis von einem ahnlichen Versuch, den M. R. SCHAFROTH in Proc. Phys. |} 
Soc. A 67, 33, 1953 publiziert hat. 
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b) Die gesamte Austauschenergie H, des Kristalles soll quadratisch mit der 


} spontanen Magnetisierung M zusammenhingen: HE, ~ M?. 


. ¢) Die ferromagnetischen Teilchen (Lécher) gehorchen der Fermistatistik. 


Nach Anpassung der in a) und b) eingefiihrten Parameter war die Theorie 


= § in der Lage, die verschiedensten (magnetischen, thermischen und magneto- 
“@ kalorischen) Eigenschaften einer groBen Zahl von ferromagnetischen Metallen 
»# und Legierungen zu koordinieren. Im einzelnen gab es bei gewissen Stoffen 


bestimmte Diskrepanzen, aber im ganzen erwiesen sich die Aussagen der 


’ Theorie als recht brauchbar. 


In den letzten Jahren hat man sich vor allem darum bemiiht, die obigen 


+ Annahmen deduktiv zu begriinden bzw. sie durch bessere, begriindbare zu 


ersetzen. So fiihrte WOHLFARTH (siehe 1953) eine Potenzreihe nach M? als 
Abhangigkeit der gesamten Austauschenergie von der spontanen Magnetisie- 


| } rung M ein. HUNT (1952) erzielte tatsichlich eine bessere Darstellung der 


interessierenden GréBen fiir Nickel und einige Legierungen, indem er An- 
nahme b) durch ein in der Magnetisierung biquadratisches Glied erginzte. 
Ferner versuchte WOHLFAHRT eine andere Annahme iiber die Termdichte 
im 3d-Band in der Umgebung der Fermigrenze zu benutzen als STONER 
{vgl. Annahme a), WOHLFAHRT 1953]. 

Von Interesse diirfte in diesem Zusammenhang noch eine Untersuchung 
von LIDIARD (1952) sein, in welcher das Problem der Spinentartung be- 
handelt wird. Bekanntlich 1a8t sich die Austauschenergie LZ, eines Mehr- 
elektronensystemes nur dann als Summe aller Austauschintegrale zwischen 
Elektronen mit parallelem Spin schreiben, wenn die Gesamteigenfunktion 
des Systems eine einzige SLATER-Determinante ist. Sind aber einige 
1-Elektronen-Eigenfunktionen in dieser Determinante nur einfach besetzt, 
so ist die Zuordnung der Spins zu diesen Funktionen nicht willkiirfrei durch- 
fiihrbar; man miiBte bei einer strengen Lésung des Problemes mehrere solcher 
(in nullter Naherung miteinander entarteter) Determinantenfunktionen 
linear kombinieren. Diese als Spinentartung bezeichnete Tatsache wird oft 
auBer acht gelassen. LIDIARD fragt danach, wann diese Vernachlassigung 
erlaubt ist, wann nicht. Er gelangt zu folgendem Resultat: 

Das allgemeinste Elektronensystem, welches bei Beriicksichtigung der Spin- 
entartung die gleiche freie Energie, Magnetisierung usw. besitzt wie bei 
deren Vernachlassigung, ist ein solches, in dem die 1-Elektronen-Funktionen 
sich in zwei Gruppen A und B einteilen lassen. Diese Gruppen sind dadurch 
charakterisiert, daB das Austauschintegral zwischen zwei Elektronen des 
Systemes nur davon abhangt, welcher Gruppe diese beiden Elektronen an- 
gehodren. Es gibt also nur drei verschiedene Austauschintegrale: I44, J zp, 
J, in unmittelbar verstandlicher Bezeichnungsweise. Man kann diese beiden 
Gruppen etwa mit den beiden fiir die Fe-Reihe wesentlichen Bandern 4s- 
und 3d identifizieren. Die erhaltenen Gleichungen fiir freie Energie und 
Magnetisierung sind dann sinngemaBe Verallgemeinerungen der STONER- 
schen Grundgleichungen auf diesen Zweibinderfall, enthalten aber natiirlich 
auch STONERS Einbander-Kollektivmodell als Spezialfall?). 


1) Allerdings ohne die in a) (siehe oben) enthaltene Spezifizierung der 3 d-Termdichte an 
der Fermigrenze. 
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§ 8. Die Blochwand 


Fiir die makroskopische Theorie des Ferromagnetismus (z. B. die Theorie 
der Koerzitivkraft) von groBer Bedeutung ist die Kenntnis der Eigenschaften | 
der Blochwande, jener Ubergangsbereiche zwischen verschieden magneti- 
sierten WEISSschen Bezirken. 


Dabei interessieren besonders die Abhangigkeit der Dicke und der Energie 
(pro Flacheneinheit etwa) der Wand von den grundlegenden Material- 
eigenschaften, insbesondere der Austausch- und Kristallenergie. 


Seit 1932 existiert eine mikrophysikalische Theorie der BLOCH-Wand. Sie 
macht wesentlich Gebrauch von der HEITLER-LONDON-Methode und ist 
deshalb mit allen Zweifeln belastet, welche im § 2 dieses Berichtes besprochen 
wurde. Obwohl ihre Resultate durchaus als verniinftig angesehen werden 
k6nnen, ist es deshalb wiinschenswert, eine Bandertheorie der Blochwand 
zu entwickeln. Dies hat HERRING (1952a, b) kiirzlich getan. 


In einer ersten Verdffentlichung (HERRING 1952a) werden die ferro- 
magnetischen Elektronen in folgende Zustinde gesetzt: Die iiblichen Energie- 
bander-Eigenfunktionen werden mit einer Spinfunktion multipliziert, welche 
vermittels einer bestimmten Ortsabhangigkeit die Drehung der Spins mit 
dem Fortschreiten der Elektronen im Ortsraume zum Ausdruck bringt. Mit 
diesen 1-Elektronen-Funktionen wird dann die Gesamtenergie des Systemes 
(inklusive COULOMB- und Austauschintegralen) berechnet. Zur Auswertung 
der erhaltenen Ausdriicke wird die Naherung védllig freier Elektronen ein- 
gefiihrt; man erhalt so eine um etwa den Faktor 3—4 zu groBe Blochwand- 
energie. 

Eine zweite Veréffentlichung (HERRING 1952) ist einer stérungstheore- 
tischen Behandlung des Problemes gewidmet. In nullter Naherung hat man 
wieder die tiblichen Energiebinderzustinde, wobei aber die magnetische 
Vorzugsrichtung tiberall im Kristall die gleiche sein soll. In erster Naherung 
wird die Vorzugsrichtung durch ein értlich veranderliches (schwaches) 
Magnetfeld so eingerichtet, wie man sie innerhalb der Blochwand erwarten 
méchte (Drehung dieser Vorzugsrichtung um einen Winkel gy pro Langen- 
einheit in Normalenrichtung zur Wand). Die zugehoérige Stérungsenergie 
ist berechnet und liefert wieder die richtige GréBenordnung der Blochwand- 
energie. 

SchlieBlich sei noch eine interessante Arbeit von OGUCHI (1952) erwahnt, 
in welcher Energie und Dicke einer Blochwand mittels der Spinwellen- 
methode berechnet werden. Hierbei wird genau das Resultat der HEITLER- 
LONDON-Methode erhalten. Besonders bemerkenswert scheint Verfasser 
ein Nebenergebnis dieser Untersuchung zu sein, daB namlich bei Vorhanden- 
sein einer Blochwand die Spinwellen mit den gréBten Wellenlingen nicht 
auftreten kénnen. Damit wiiren offensichtlich die in §5 dieses Berichtes 
diskutierten Divergenzschwierigkeiten bei zweidimensionalen Flachengittern 
automatisch behoben. Man vergleiche hierzu insbesondere KLEIN und 
SMITH (1951) und HEBER (1953, S. 60). 
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§9. Mathematische Idealisierungen 


Bekanntlich st68t man sowohl bei Benutzung der HEITLER-LONDONschen 
als auch der Baindermethode in der Quantentheorie des Ferromagnetismus 
auf betrichtliche mathematische Schwierigkeiten, welche bisher immer nur 
in gewissen Sonderfiillen iiberwunden werden konnten. Deshalb ist es durch- 
aus von Interesse, idealisierte Modelle zu konstruieren, die eine mathema- 
tisch exakte Behandlung ihrer magnetischen Eigenschaften zulassen. Da 
erst kiirzlich ein umfangreicher Bericht iiber diesen Problemkreis erschienen 
ist (NEWELL and MONTROLL, 1953), kénnen wir uns hier wieder sehr kurz 
fassen. Man hat drei derartige Modelle genauer diskutiert: 


a) Das IsING-Modell: Der Spin o; des j-ten Atomes darf bei ihm nur + 1 
und — I sein. Man trifft diese beiden Zustiinde mit gleicher Wahrscheinlich- 
keit, so daB fiir die Erwartungswerte gilt: 


<oj;> = 0; SGj) = s 


b) Gauss-Modell: o; darf hier beliebige Werte annehmen. Die Wahrschein- 
lichkeit, den Spin im Intervall a; --- 0; -4- do; vorzufinden ist gegeben durch 


2 
(22)? exp {- 4 d g;. 


Wie bei a) gelten deshalb die Beziehungen: 
<oj> = 0; Kop rel 
e) Das sphiarische Modell: In einem System von N Atomen sind die Spins o; 


N 
lediglich der Bedingung >’ oj} = N unterworfen. Hier gilt deshalb nur: 
j=1 


of) =1. 


Das IsING-Modell la8t sich mathematisch exakt durchfiihren im Falle der 
linearen Kette und im Falle aller (zweidimensionalen) Flachengitter, Bei der 
Behandlung dreidimensionaler Is1NGscher Gitter miissen Naherungsmethoden 
eingefiihrt werden. Die Berechtigung dieses Modelles ist deshalb in drei 
Dimensionen fragwiirdig, da es ja vor allem eingefiihrt wurde, um mathe- 
matisch exakte Aussagen zu ermdglichen. 

Das GAusssche Modell!) gestattet auch eine exakte Behandlung der drei- 
dimensionalen Gitter, leider aber nicht fiir beliebige Temperaturen. Deshalb 
kommt das spharische Modell unseren Wiinschen am nachsten, indem es eine 
exakte Behandlung der dreidimensionalen Gitter bei beliebigen Temperaturen 
ermoglicht. Dafiir scheint sich dieses Modell aber auch am weitesten von der 
physikalischen Realitaét zu entfernen. 


1) Beziiglich b) und c) beachte man: BERLIN und Kac (1952) sowie LEwis und WANNIER 
(1952). 
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§ 10. Shlu8bemerkungen 


Verfasser méchte abschlieBend darauf hinweisen, daB die Stoffauswahl fir 
diesen kurzen Bericht natiirlich keine vollstindige sein konnte. Es wurde 
versucht, vor allem diejenigen Arbeiten zu beriicksichtigen, welche nach 
Meinung des Verfassers wesentlich fiir die Entwicklung der Quantentheorie 
des Ferromagnetismus im groBen gesehen sind. Verfasser hofft, daB die in 
diesem Auswahlprinzip liegende Subjektivitat die sonst angestrebte Objektivi- 
tit des Berichtes nicht allzu stark beeintrichtigt. 

Zusammenfassend kann wohl mit Recht festgestellt werden, daB in den 
letzten fiinf Jahren eine erfreuliche Belebung der Forschungsarbeit auf den 
verschiedensten Zweigen unseres Spezialgebietes eingesetzt hat. Es diirfte 
nicht vermessen sein, der Erwartung Ausdruck zu geben, daB bei Anhalten 
dieser lebhaften Entwicklung in absehbarer Zeit ein wesentlich befriedigen- 
deres Verstindnis der Grundphinomene des Ferromagnetismus erreicht 
werden wird. 


Jena, Theoretisch-Physikalisches Institut der Universitat. 
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